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内 容 简 介 


群 论 自 19 世纪 由 Galois 创立 以 来 ,不 仅 成 为 近代 代数 的 重要 分 支 ,而 且 其 应 用 范 
围 已 深入 到 科学 技术 的 各 个 领域 .尤其 是 自然 科学 的 物理 \ 化 学 和 生物 的 研究 中 , 群 论 
已 成 为 必 不 可 少 的 强 有 力 的 数学 工具 ' 对 称 性 是 自然 界 最 普遍 、 最 重要 的 特性 . 自然 界 
的 所 有 重要 的 规律 均 与 某 种 对 称 性 有 关 , 甚 至 所 有 自然 界 中 的 相互 作用 ,都 具有 某 种 特 
殊 的 对 称 性 . 虽然 对 称 的 概念 看 来 是 很 明显 的 ,但 为 了 给 对 称 这 个 概念 一 个 精确 的 和 一 
般 的 描述 ,特别 是 对 称 性 的 量 上 的 计算 , 却 需 要 利用 群 论 这 个 工具 。 本 书 系统 地 介绍 群 
的 对 称 性 及 其 应 用 . 

全 书 共 分 七 章 , 对 称 与 群 初步 , 群 的 对 称 性 与 群 的 结构 、 群 表示 论 基础 ,代数 方程 的 
对 称 性 ,物理 学 中 的 对 称 群 .分 子 对 称 群 及 Lie 群 结构 的 对 称 性 . 其 中 群 与 群 的 表示 理 
论 是 本 书 的 基础 . 

本 书 着 眼 于 方法 论 的 阐述 ,不 仅 引入 概念 ,阐述 理论 ,而 且 附 有 大 量 的 应 用 实例 , 涉 
及 了 数学 ,物理 学 .化 学 .材料 科学 和 工程 技术 各 方面 ,使 读者 领悟 群 的 对 称 性 的 科学 含 
义 及 广泛 应 用 背景 . 
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群 论 自 19 世纪 由 Galois 创立 以 来 ,不 仅 成 为 近代 代数 的 重要 分 支 , 而 
且 其 应 用 范围 已 深入 到 科学 技术 的 各 个 领域 . 尤其 是 自然 科学 的 物理 ,化 学 
和 生物 的 研究 中 , 群 论 已 成 为 必 不 可 少 的 强 有 力 的 数学 工具 . 

客观 世界 普遍 存在 各 种 各 样 的 对 称 性 ,而 群 论 正 是 描述 ,反映 和 研究 对 
称 性 的 数学 武器 ,因此 从 其 诞生 至 今 ,就 存在 一 个 由 纯粹 数学 领域 扩展 到 其 
他 自然 科学 领域 的 必然 现象 . Galois 利用 群 的 对 称 性 证 明了 五 次 或 五 次 以 
上 的 代数 方程 不 能 通过 初等 代数 方法 求 得 方程 的 精确 解 . 

20 世纪 ,传统 群 论 与 现代 拓扑 学 、 流 形 的 概念 相 结合 ,形成 拓扑 群 的 新 
理论 .就 在 群 论 不 断 发 展 不 断 现代 化 的 过 程 中 ,我 们 看 到 许多 群 论 大 师 , 如 
E. Cantan、H. Weyl.G. Racah .E.P. Wigner 等 同时 又 是 物理 学 大 师 . 群 论 迅 
速 在 量子 力学 、 光 谱 学 、 角 动量 理论 .原子核 谱 等 物理 学 领域 得 到 广泛 应 用 . 

对 称 性 是 自然 界 最 普遍 、 最 重要 的 特性 .《 可 怕 的 对 称 ) 一 书 的 作者 认 
为 ,上 帝 是 按照 “对 称 ” 的 美学 思想 来 设计 自然 的 . 

近代 科学 表明 ,自然 界 所 有 重要 的 规律 均 与 某 种 对 称 性 有 关 ,甚至 所 有 
自然 界 中 的 相互 作用 ,都 具有 某 种 特殊 的 对 称 性 一 一 所 谓 “ 规 范 对 称 性 ”. 实 
际 上 ,对 称 性 研究 的 日 趋 深 入 ,已 越 来 越 广泛 地 应 用 到 物理 的 各 个 分 支 : 量 
子 论 、 高 能 物理 相对论、 原子 与 分 子 物 理 、 晶 体 物 理 、 原 子 核 物 理 ! 以 及 化 学 
(晶体 的 分 类 、 分 子 轨道 理论 、 配 位 场 理论 等 )、 生 物 (DNA 的 构 型 对 称 性 等 ) 
和 工程 技术 . 

虽然 对 称 的 概念 看 来 是 很 明显 的 ,但 为 了 给 对 称 这 个 概念 一 个 精确 的 
和 一 般 的 描述 ,特别 是 对 称 的 性 质 的 量 上 的 计算 , 却 需要 利用 群 论 这 个 工 
具 , 我 们 强调 “对 称 即 群 ”的 观点 . 


2s 群 的 结构 与 对 称 性 


在 1890 年 ,Federov 和 Schoen Files 就 利用 群 的 对 称 性 系统 解决 了 晶 
体 结 构 分 类 问题 ,证 明了 具有 周期 性 排列 的 空间 点 阵 总 共有 230 种 ,使 人 大 
开眼 界 . 1893 年 ,挪威 科学 家 Sophus Lie 和 Scheffer 将 群 论 与 微分 方程 结 
合 起 来 ,使 有 限 群 的 概念 扩展 到 无 限 群 .连续 群 , 导 致 现代 李 群 的 建立 . 

20 世纪 50 年 代 末 到 60 年 代 中 期 ,在 基本 粒子 研究 中 ,SU(3) 理 论 、 奋 
克 模 型 等 的 巨大 成 功 , 形 成 了 群 论 向 其 他 学 科 “ 普 及 ”的 一 次 热潮 . 时 至 今 
日 , 群 对 称 性 的 应 用 领域 不 仅 遍 及 物理 学 各 个 领域 ,而 且 扩 展 到 化 学 、 生 物 、 
材料 科学 、 流 体力 学 ,机 械 、 电 工学 等 等 ， 

群 与 群 的 表示 理论 是 本 书 的 基础 ,在 讨论 时 我 们 选择 一 些 较 深 入 的 内 
容 , 对 群 论 ,选择 Sylow 定理 ,有限 交换 群 的 结构 定理 和 Galois 理论 等 . 好 的 
数学 思想 是 一 定 会 在 不 同 场合 下 重复 出 现 的 . 使 初学 者 能 看 到 这 些 重复 是 
有 益 的 . 在 本 书 中 分 解 型 结构 思想 重复 出 现在 有 限 交换 群 的 结构 定理 中 ， 
Galois 对 应 思想 重复 出 现在 Galois 理论 中 . 

由 于 教学 的 需要 ,不 过 于 追求 数学 理论 的 完备 与 严格 , 尽 可 能 从 大 家 较 
为 熟悉 的 具体 事例 出 发 ,站 述 有 关 概 念 ; 尽 可 能 多 地 列举 应 用 实例 。 本 书 的 
应 用 实例 ,涉及 了 数学 、 物 理学、 化 学 ,材料 科学 和 工程 技术 各 方面 。 本 书 着 
眼 于 方法 论 的 阐述 ,希望 能 起 到 举一反三 的 效果 ,以 帮助 读者 在 群 论 与 对 称 
之 间架 起 一 座 桥梁 . 

本 书 的 特点 是 ,不 仅 引 入 概念 ,阐述 理论 内 容 , 还 附 有 大 量 例 题 ,提出 问 
题 ,这 是 很 重要 的 。 相 对 独立 地 解决 这 些 问题 ,一 定 会 使 读者 对 基础 内 容 有 
较 深 刻 的 理解 .为 便于 读者 领悟 群 的 对 称 性 的 科学 含义 及 广泛 应 用 背景 , 同 
时 在 所 有 问题 中 ,凡是 需要 提示 的 地 方 ,尽量 给 予 详 尽 提示 . 

在 本 书 编写 过 程 中 ,我 的 学 生 陈 晓 玮 做 了 大 量 工作 ,给 我 以 很 大 的 帮 
助 , 在 此 表示 感谢 . 
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[ 莹 了 过 | 对 称 


对 称 性 是 自然 界 最 普遍 、 最 重要 的 特性 , 自然 界 所 有 重要 的 规律 均 与 某 种 对 称 性 有 
关 , 对 称 性 的 研究 已 越 来 越 广泛 地 应 用 到 物理 学 的 各 个 分 支 :量子 论 、 高 能 物理 .相对 
论 、 原 子 与 分 子 物理 .晶体 物理 .原子核 物理 以 及 化 学 中 晶体 的 分 类 、 生 物 (DNA 的 构 型 
对 称 性 等 ) 和 工程 技术 . 

虽然 对 称 的 概念 看 来 是 很 明显 的 ,但 为 了 给 对 称 这 个 概念 一 个 精确 的 和 一 般 的 描 
述 ,特别 是 对 称 的 性 质 的 量 的 刻画 , 却 需要 利用 群 论 这 个 工具 . 我 们 探讨 平面 上 有 限 图 
形 的 对 称 , 人 们 都 会 说 圆 比 正方 形 更 对 称 些 ,正六 边 形 比 正三 角形 更 显得 对 称 一 些 . 如 
果 间 正方 形 和 正六 边 形 谁 更 对 称 一 些 , 该 怎么 回答 呢 ? 无 论 是 单个 图 形 还 是 带 型 .壁纸 
型 对 称 图 案 都 可 用 群 来 准确 描述 . 本 章 将 讨论 对 称 与 群 ,并 将 强调 群 概念 产生 的 背景 ， 
群 是 对 称 概念 的 数学 描述 ,研究 群 就 是 为 了 研究 复杂 的 对 称 . 希望 读者 能 对 “对 称 即 群 ” 
有 一 个 初步 的 理解 . 


31.1 图 形 的 对 称 


什么 是 对 称 性 ? 按照 英国 ( 韦 氏 国际 辞典 ) 中 的 定义 :“ 对 称 性 乃 是 分 界线 或 中 央 平 
面 两 侧 各 部 分 在 大 小 ,形状 和 相对 位 置 的 对 应 性 . "这 里 追溯 到 最 直观 .最 早 为 人 们 熟知 
的 所 谓 几何 对 称 性 . 空间 一 点 4 叫做 点 B 关 于 平面 M 的 对 称 点 ,如 果 这 平面 垂直 地 交 
线段 4B 于 其 中 点 ,通常 说 B 点 是 点 4 关于 平面 M 的 反射 象 .说 一 个 几何 体 关于 平面 
是 对 称 的 ,如 果 这 个 平面 把 几何 体 璧 成 两 部 分 ,其 中 任 一 部 分 都 是 另 一 部 分 关于 所 给 镜 
面 映 象 ,此 时 这 个 平面 被 称 为 物体 的 对 称 平面 . 

对 称 性 是 “适当 或 协调 的 比例 ,以 及 由 这 种 和 谐 产 生 的 形式 美 ”. 这 里 依然 谈 的 是 空 
间 的 几何 对 称 性 ,尽管 涉及 对 称 性 的 美学 属性 ,实际 上 ,对 称 性 的 现代 科学 概念 极 难 定 
义 ,几乎 成 为 规律 和 和 谐 的 同 义 语 , 它 与 所 谓 不 变性 .守恒 律 往往 结 下 不 解 之 缘 . 对 称 性 
分 两 大 类 :与 时 间 、 空 间 有 关 的 , 称 为 几何 对 称 性 ;否则 称 为 内 豪 对 称 性 . 

定义 1.1.1 具有 某 种 对 称 性 的 图 形 , 就 是 经 过 某 些 刚 体 运动 后 仍 能 回 到 自身 的 
图 形 . 


于 回放 群 的 结构 与 对 称 性 


也 许 这 就 是 圆 比 正方 形 更 对 称 的 解释 . 用 使 图 形 回 到 自身 的 所 有 运动 来 刻画 这 一 
图 形 的 对 称 应 该 是 自然 的 ,也 符合 我 们 对 对 称 的 直观 感觉 . 例如 , 圆 经 过 绕 圆心 的 任意 
旋转 以 及 以 任何 过 圆心 的 直线 为 轴 的 反射 都 回 到 自身 ,正方 形 绕 其 中 心 旋转 r/2,r， 
3x/2,2r 或 以 其 对 角 线 和 对 边 中 点 连 线 的 反射 才能 回 到 自身 ,而 梯形 就 更 差 了 , 它 只 有 
绕 其 中 心 旋转 2kr 才能 回 到 自身 ,因此 所 谓 对 称 是 与 变换 联系 在 一 起 的 . 

例 1.1.1 两 端 无 限 延 伸 的 直线 ,上 面 有 等 距离 d 的 刻度 (如 图 1. 1). 

直线 向 左 或 向 右 平行 移动 4 的 整数 倍 , 仍 然 与 原 直线 重合 (不 变性 ), 或 相对 任 一 
刻度 点 或 两 相 邻 刻 度 点 的 中 点 进行 反射 , 亦 与 原 直 线 重 合 , 故 该 直线 具有 等 距离 d 的 
整数 倍 的 平移 对 称 性 和 相对 刻度 点 (中 点 ) 的 反射 不 变性 . 


d 
| ES Wy | | l= 
图 1.1 有 等 距离 刻度 的 无 限 直线 
例 1.1.2 等 边 三 角形 和 直 圆 柱 体 ( 如 图 1. 2). 


图 1.2 


能 使 图 形 复原 的 变化 , 称 为 该 图 形 的 对 称 变换 或 对 称 操作 . 等 边 三 角形 的 全 部 对 称 
操作 是 : 绕 中 心 O 转动 角 0"( 不 动 ) .2r/3、4r/3 、(po,pP1,p:) ;关于 每 个 角 平分 线 的 反射 
(《 常 记 为 msm ym.). 

直 圆柱 体 的 全 部 对 称 操作 是 : 绕 圆柱 轴线 h 转动 任意 角度 (有 无 穷 多 个 操作 ); 上 述 
转动 后 ,再 相对 于 圆柱 的 中 心 O 反 演 ; 相 对 于 过 轴线 h 的 任 一 平面 的 反射 ; 绕 过 中 心 O 
且 垂 直 于 轴线 的 任 一 直线 转动 角 r. 

定义 1.1.2 平面 中 一 个 图 形 S 的 对 称 变换 是 指 平面 内 具有 性 质 T(S)=S 的 保 
距 变换 7T. (后 面 还 要 详细 讨论 ) 

平面 中 一 个 图 形 的 对 称 变换 实际 上 即 指 旋转 ,平移 ,反射 .上 面 的 三 种 对 称 变换 的 
任意 复合 都 正好 还 是 这 三 种 的 某 一 种 . 复合 为 群 的 定义 中 的 二 元 运算 作 铺 垫 . 一 个 平面 
图 形 的 所 有 对 称 变换 的 复合 还 是 这 个 图 形 的 对 称 变换 ,此 为 群 论 定 义 中 的 封闭 性 作 铺 
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垫 . 旋转 为 0" 的 特殊 对 称 变换 ,实际 对 应 着 群 定义 中 的 单位 元 . 而 对 称 中 的 反对 称 正 是 
群 定义 中 的 逆 元 . 

定义 1.1.3 一 个 平面 图 形 的 对 称 变换 群 是 指 图 形 的 所 有 对 称 变换 的 集合 . 

此 定义 不 是 抽象 群 的 描述 ,但 作为 群 论 学 习 的 前 奏 , 非 常 自然 , 且 与 后 续 的 “变换 
群 " 相 呼应 . 

例 二 二 3 如 图 1.3 所 示 的 三 角形 ,具有 0"、120"、240° 的 三 个 旋转 ,因而 组 成 了 一 
个 三 阶 对 称 变换 群 ,实际 上 是 一 个 循环 群 C;. 又 如 上 图 所 示 的 太阳 八角 星 , 具 有 八 个 旋 
转 和 八 个 反射 ,组 成 了 二 面体 群 Di 


ly 
VS 


【问题 】 将 图 1. 3 中 的 三 角形 内 的 字符 a 移 走 ,还 是 三 阶 对 称 变换 群 吗 ? 将 图 1. 3 
中 的 八 个 角 内 各 插入 一 个 字符 “a”, 情 况 会 怎样 呢 ? 

定义 1.1.4 带 型 图 案 是 指 平移 对 称 向 量 总 具有 形式 nV 的 图 案 , 其 中 是 整数 ， 
V 是 固定 向 量 . 


人 
图 1.4 
【思考 分析 图 1. 4 中 的 带 型 对 称 图 案 . 


8$ 1.2 对 称 变换 


定义 1.2.1 一 个 4 到 4 的 映射 叫做 4 的 一 个 变换 . 

一 个 4 到 4 的 满 射 . 单 射 或 4 与 4 间 的 一 一 映射 叫做 4 的 一 个 满 射 变换 、 单 射 变 
换 或 一 一 变换 . 

a 光 克 计 人 人 


例 1.2.1 4 一 Z, 太 ze 到 民 是 偶数 jz 性 > 二 ,是 奇数 ,是 4 的 一 个 满 射 变 
换 . 
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例 工 2.2 4A=R,f :zz 一 >e' 是 4 的 一 个 单 射 变换 . 
例 1.2.3 A={1,2,3},B={a,b,c} 
fiislrra, 2rmrb, 3r>es 
fri:lrr>b, 2rmsc, 3rmsa. 
都 是 4 的 一 一 变换 . 
但 现在 为 便利 起 见 , 对 于 变换 这 种 特殊 的 映射 要 用 一 种 特殊 的 符号 来 说 明 , 我 们 用 
符号 
tava'=r(a) 
当然 不 是 a 的 + 次 方 的 意思 ,因为 + 是 一 个 变换 ,a 的 + 次 方 根本 没有 什么 意义 ,这 
只 是 一 个 符号 ,正如 我 们 对 于 特殊 的 映射 :代数 运算 以 及 关系 都 用 特殊 的 符号 一 样 . 一 
个 集合 4 在 一 般 情形 之 下 当然 可 以 有 若干 个 不 同 的 变换 ,我 们 再 举 一 个 简单 的 例子 . 
例 1.2.4 A={1,2}: 
ns: 1->1,2-1 
my 1 一 2,2 一 2 
ry: 1 一 1,2-2 
ru: 1 一 2,2-1 
是 4 的 所 有 的 变换 ,其 中 t,t 是 一 一 变换 . 
现在 我 们 把 给 定 的 一 个 集合 4 的 全 体 变换 放 在 一 起 ,作成 一 个 集合 
BG (ep 
我 们 要 想法 规定 一 个 5S 的 代数 运算 ,这 个 代数 运算 我 们 把 它 叫 做 乘法 . 我 们 看 5 
的 两 个 元 rt 和， 
Tr: ara',A:a>a’ 
那么 < 一 (ea)” ,显然 也 是 4 的 一 个 变换 ,因为 给 了 4 的 任意 元 a, 我 们 可 以 得 出 一 
个 唯一 的 (ae)” 来 . 现在 我 们 规定 ,就 把 这 个 变换 叫做 = 与 4 的 乘积 . 
rh:a 一 (ai 一 0 
这 样 ,这 个 乘法 是 一 个 5 的 代数 运算 . 我 们 举 一 个 例子 . 
例 1.2.5 我 们 在 例 1. 2.4 里 取 几 个 变换 来 算 一 算 它们 的 乘积 . 
Pirzil 一 2,2-2, 所 以 nr 一 zz 
rriil 一 1,2 一 1, 所 以 rm 一 ri- 
我 们 说 ,如 上 规定 的 乘法 适合 结合 律 :r(Me) 一 (mh)Aw. 
因为 rChpo :a 一 (a)*=((a))’, (ripsa 一 (an 一 (Ca557， 
对 于 这 个 乘法 来 说 ,S 有 一 个 单位 元 ,就 是 4 的 便 等 变换 e:a->a， 


因为 er:a 一 (a9) "一 arvre:a > (a)'=a',er=r,re=rt. 
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这 样 ,S 对 于 这 个 乘法 来 说 已 经 满足 :乘法 适合 结合 律 , 有 单位 元 . 下 边 我 们 考虑 S 
中 的 元 是 否 都 有 逆 元 . 
上 面 例 1. 2. 4 中 的 ,用 一 个 任意 的 + 从 左边 来 乘 n ,得 到 rr : 11,2 一 ] 这 就 
是 说 ,不 管 = 是 4 的 哪 一 个 变换 ,rr 天 ey 也 就 是 说 rn 没有 逆 元 . 
我 们 取 S 中 的 所 有 一 一 变换 , 记 为 G, 则 G 中 每 一 个 元 都 有 逆 元 . 
定理 1.2.1 一 个 集合 4 的 所 有 一 一 变换 构成 的 集合 ,对 于 上 面 规定 的 乘法 ,乘法 
适合 结合 律 ,有 单位 元 ,并 且 每 一 个 元 都 有 逆 元 . 
证 明 首先 说 明 G 对 乘法 是 封闭 的 . 
i, 假如 r,4 是 一 一 变换 ,那么 rA 也 是 一 一 变换 . 
因为 在 4 里 取 一 个 任意 元 a, 由 于 4 是 一 一 变换 ,在 A 里 存在 b 有 以 下 性 质 ， 
A:b a=, 
由 于 r+ 是 一 一 变换 ,在 A 里 有 c 有 以 下 性 质 ， 
ric b=c", 
这 样 ,rh:c 一 (c”)'=b 二 a， 
所 以 碎 是 A 到 4 的 满 射 ,假如 a 隆 65, 那 么 a' 隆 b", (a )' 关 (6)*,a" 关 b", 所 以 74 是 一 一 
变换 ; 
i 结合 律 对 于 一 般 的 变换 都 对 ,所 以 对 于 一 一 变换 也 对 ， 
诞 , 6 是 一 一 变换 ,是 单位 元 ; 
iv. 设 r 是 一 个 任意 的 一 一 变换 ,那么 存在 一 个 一 一 变换 ,有 以 下 性 质 ， ， 
4:a 一 a' 假如 (Ca) 一 ay 
所 以 ar:a 一 (as 一 ay 即 ir 一 e, 称 1 为 z 的 逆 变 换 , 记 为 一 r-， 
例 1.2.6 设 4=R, 求 证 :G=( 帮 szre ar 二 parpEQ, 且 a 天 0}) 对 于 变换 
的 乘法 满足 上 面 四 个 条 件 . 
证 明 i. 设 太 PEG, 那 么 fo..4* fa€EG. 
因为 在 4 里 取 一 个 任意 元 x, 由 于 4 是 一 一 变换 ,在 4 里 存在 4 有 以 下 性 质 ， 
一 < 十 dy 
矿 .os crtd >alcrtd)+b=acrt (adtb), 
这 样 ， 
fas* fea:r racrt+(ad+b), 


~ 


即 
一 人 
让 结合 律 对 于 一 般 的 变换 都 成 立 ; 
这 .显然 e:z 一 z 是 单位 元 ; 
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iy. 任意 fs,€EG, 设 三. 是 其 道 变换 ， 
则 e=f6s* f= fonrw=: zacr+(ad 二 b) ,那么 ac=1,ad 十 b=0， 
解 之 得 ,c= 二 1/a,d== 一 b/a, 所 以 fi/。,_ws 是 乒 . 的 道 元 . 
定义 1.2.2 一 个 有 限 集合 的 一 个 一 一 变换 叫做 一 个 置换 . 
例 1.2.7 4 一 位,2,3)， 
JIr1，2r->2，3r=-3; 
太 1r1，2r>3，3r>24 
1r2，2r1， 3 上 3 
刀 ,1r2，2r3，3 上 1; 
JIrr3，2m2，3 上 1; 


Im 3，2r1，3 一 ”2. 


wen, £1 2 au s jx 1 
ns 3 1 j=(i 3 中 


以 上 的 表示 方法 不 仅 是 一 个 符号 . 因为 不 管 上 一 行 的 个 数字 的 次 序 如 何 ,这 样 一 
个 符号 都 能 具体 地 告诉 我 们 , 它 所 表示 的 置换 r 是 怎样 的 一 个 置换 ; 换 一 句 话 说 , 它 能 
告诉 我 们 ,经 过 这 个 , 某 一 个 元 a 的 象 是 什么 ,我 们 只 须 在 上 一 行 把 i 找到 ,然后 看 一 
看 底下 是 一 个 什么 数字 就 行 了 ,因此 ,利用 这 种 符号 可 以 直接 来 计算 两 个 置换 的 乘积 . 
我 们 举 一 个 例 . 

定理 1.2.2 含 n 个 元 素 的 任意 集合 共有 n! 个 一 一 变换 . 

证 明 设 M=({1,2…n), 则 对 M 的 每 个 一 一 变换 /, 都 能 确定 元 素 1,2 … 的 一 
个 全 排列 (1),f(2)… f(n). 反 之 ,元 素 1,2… nn 的 任意 一 个 全 排列 都 确定 M 的 一 个 
双 射 变换 ,而 且 不 同 的 排列 确定 不 同 的 双 射 变换 ,因此 ,这 个 元 素 有 多 少 个 全 排列 ,M 
就 有 多 少 个 双 射 变换 . 由 于 ”个 元 素 共 有 n! 个 全 排列 , 故 M 共有 nn! 个 双 射 变换 . 

定义 1.2.3 一 个 元 置换 把 a 变 成 a,a; 变 成 a,…a，_, 变 成 aiway 变 成 w ,而 使 
其 余 元 到 保持 不 变 的 置换 ,叫做 一 个 二 循环 置换 . 

这 样 一 个 置换 我 们 用 符号 (i ,i,… 产 ) 来 表示 . 

LD 1 

例如 :| | 引 =-a29i| 入 | 各 

一 个 任意 的 置换 当然 不 一 定 是 一 个 循环 置换 . 


例如 :|] 2 2 4 | 就 不 是 一 个 4 循环 置换 ,实际 上 它 是 两 个 循环 虱 换 的 科 


5 
-|= 
5 
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积 : 


12 3 4 5| 
=(2 3)(4 5). 
1325% 


一 般 来 说 ,我 们 有 

定理 1.2.3 每 一 个 ”元 置换 r 都 可 以 写成 若干 个 没有 共同 数字 的 (不 相连 的 ) 循 
环 置换 的 乘积 . 

证 明 ”我们 用 归纳 法 . 当 不 使 任何 元 变动 的 时 候 ,就 是 当 + 是 恒 等 置 换 的 时 候 ， 
定理 是 对 的 ， 

假定 对 于 最 多 变动 "一 1(r<<n) 个 元 的 x 定理 是 对 的 . 现在 我 们 看 一 个 变动 r 个 元 
的 ,我 们 任意 取 一 个 被 x 变动 的 元 从 冯 出 发 我 们 找 i 的 象 av 的 象 ii,… 这 样 找 
下 去 ,直到 我 们 第 一 次 找到 一 个 i 为止 ,这 个 i 的 象 不 再 是 一 个 新 的 元 ,而 是 我 们 已 经 
得 到 过 的 一 个 元 : (i)"=i,j 志 ,因为 我 们 一 共 只 有 个 元 ,这 样 的 祝 是 一 定 存在 的 .我 
们 说 ,G0)"=. 

因为 (2<j<k) 已 经 是 i)_, 的 象 ,所 以 不 能 再 是 i 的 象 ,这 样 ,我 们 得 到 

irri Yi Yi 

因为 + 只 使 个 元 变动 ,hr. 假如 k=r, 本 身 已 经 是 一 个 循环 置换 ,我 们 用 不 着 

再 证 明 什 么 ;假如 <r, 有 


td | 


je il 
| i ih 


ia i iat 


A 
| 0 0 A 9 
EN hd 
但 zm 只 使 得 r 一 &<r 个 元 变动 , 照 归纳 法 的 假定 ,可 以 写成 不 相连 的 循环 置换 的 
乘积 :二 .7.…7,, 在 这 些 7 里 ,i4,is… 站 不 会 出 现 ,不 然 的 话 ， 
B= jrie") pk 
那么 i, 同 i, 不 会 再 在 其 余 的 了 中 出 现 ,zi 也 必 使 i,>i,, 但 我 们 知道 ,x 使 得 i, 不 
动 , 这 是 一 个 忒 盾 ,这 样 ,x 是 不 相连 循环 置换 的 乘积 . 
x= (dis ND Wn i 
例如 :5, 的 全 体 元 素 可 以 表示 成 : 
(1) 
(1 2),(1 3),(1 4), (2 3),(2 4),(3 4) 
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(123),(124),(132),(134),(142),(143),(234),(243) 

(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432)， 

(1 2)(3 4),(1 3)(2 3),(1 4)(2 3). 

用 循环 置换 来 表示 置换 的 方法 比 第 一 种 方法 简单 ,并 且 能 告诉 我 们 每 一 个 置换 的 
特性 . 比方 说 ,在 例 1. 2. 7 里 我 们 可 以 由 这 种 表示 方法 看 出 ,5S, 的 元 可 以 分 成 五 类 ,每 
一 类 的 元 的 性 质 一 定 相同 ,所 以 计算 置换 群 用 第 二 种 方法 的 时 候 比 较 多 . 当然 在 特殊 情 
形 之 下 ,也 有 用 第 一 种 方法 比较 方便 的 时 候 . 

定义 1.2.4 一 个 具有 某 些 关系 的 集合 到 自身 的 保持 这 些 关系 不 变 的 变换 , 称 为 
对 称 变换 ， 

一 个 具有 某 些 关 系 的 集合 的 对 称 性 好 是 指 集合 上 具有 比较 多 的 对 称 变换 ， 

两 个 对 称 变换 的 合成 是 对 该 集合 连续 做 两 次 对 称 变换 的 变换 ,一 个 集合 上 的 对 称 
变换 的 集合 G 对 对 称 变换 的 合成 来 说 具有 下 列 性 质 : 

i. 对 称 变换 的 合成 还 是 对 称 变换 ; 

让 对称 变换 的 合成 满足 结合 律 

证 ， 恒 等 变换 与 任何 对 称 变换 的 合成 等 于 该 对 称 变换 ， 

iv. 每 一 个 对 称 变换 都 有 逆 变 换 . 

某 特定 的 这 样 的 集合 G 中 元 素 (变换 ) 的 个 数 、 元 素 之 间 的 关系 以 及 所 有 这 样 的 集 
合 G 的 分 类 问题 是 对 称 问题 的 重要 内 容 .“ 群 "作为 代数 中 最 基本 的 概念 之 一 是 比较 抽 
象 的 ,但 它 只 是 现实 中 所 谓 对 称 概念 的 抽象 描述 . 


问题 1.2 


找 出 所 有 5; 的 不 能 和 (1 2 3) 交 换 的 元 . 
把 5, 的 所 有 的 元 写成 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 . 
证明 ;两 个 不 相连 循环 置换 可 以 交换 . 


Pwo 


证 明 : Gi 了 =G i 1). 
证 明 : (i ia… 刘 ) 的 阶 数 是 
.证明 :5, 的 每 一 个 元 都 可 以 写成 对 换 (1 2),(1 3),(1 4),…(1 nn) 的 乘积 . 


1.3 平面 运动 


定义 1.3.1 平面 的 保 距 变换 是 保持 平面 上 任何 两 点 的 距离 都 不 变 的 变换 (是 一 
种 对 称 变换 ). 
平面 的 保 距 变换 的 集合 M(R*) 对 于 保 距 变换 的 合成 构成 群 ,CM(R*),。) 称 为 平 
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面 的 保 距 变 换 群 . 

在 这 里 我 们 首先 回忆 一 下 平面 及 其 运动 的 概念 . 

用 朴素 平面 几何 的 说 法 ,可 把 平面 想象 为 可 向 各 方 无 限 延伸 的 黑板 面 ,我 们 还 有 平 
面 上 的 点 及 两 点 距离 的 概念 . 用 解析 几何 的 说 法 ,平面 就 是 集合 R?( 用 线性 代数 的 语 
言 ,平面 也 就 是 二 维 欧 氏 空间 ), 今 后 我 们 把 关于 平面 P 的 这 两 种 刻画 一 一 几何 直观 的 
刻画 和 代数 语言 的 刻画 一 一 等 同 起 来 . 

定义 1.3.2( 几 何 的 定义 ) 平面 P 的 一 个 运动 是 指 平面 P 的 一 个 保 距 变 换 . 亦 即 
车 了 是 平面 P( 点 集 ) 的 一 个 变换 , 且 对 PP 上 任意 A、B,f(4) 和 f(B) 的 距离 等 于 A 和 
8 的 距离 , 则 称 f 为 平面 P 的 一 个 运动 .平面 运动 是 的 一 一 对 应 . 

定理 1. 3.1( 代 数 形式 ) 平面 R: 的 一 个 运动 ,是 且 仅 是 R* 中 具有 下 面 形式 的 变 
换 : 


JR 一 -R 
(z(x,y ) 
且 (zx',y)'=O(z,y)' 十 (a,b)', 其 中 OO 是 2 阶 正 交 阵 ,4==(a,b)' 是 一 个 取 定 的 列 向 
量 . 

定理 1. 3. 1' (几何 形式 ) 平面 的 运动 有 且 只 有 下 列 三 种 : 

a) 沿 任 一 给 定向 量 的 平移 ; 

b) 以 任意 点 为 中 心 的 旋转 ， 

c) 绕 某 一 直线 作 反射 后 再 沿 该 直线 上 的 一 个 向 量 作 一 平移 . 

我 们 还 知道 ,在 定理 1. 4. 1 中 当 4=(0,0)', 而 detO=1 时 ,运动 了 就 是 绕 原 点 的 
旋转 ,而 当 4 一 (0,0)' ,而 detO= 一 1 时 ,f 就 起 以 某 一 过 原点 的 直线 为 轴 的 反射 ;而 O 
三 7 单位 矩阵 时 ,7 就 是 沿 向 量 A= (a,5)' 的 平移 . 

非常 重要 的 是 ,两 个 变换 是 可 以 相 乘 的 ,这 就 是 M 是 一 个 非 空 集 合 ,上 和 & 是 M 
的 两 个 变换 .规定 M 到 自身 的 映射 h(z) 二 f(g(z))( 对 Y rE M), 则 易 知 是 M 的 变 
换 . 我 们 定义 h 是 变换 f 和 变换 g 的 乘积 , 记 作 h=/， g. 注意 到 M 的 两 个 一 一 变换 的 
乘积 仍 是 一 个 一 一 变换 . 

我 们 把 M 的 一 一 变换 全 体 记 作 TCM) ,并 把 映射 

TCM xTCM)-=T(CM) 
(Cg)r f*g, 称 为 T(M) 的 一 个 乘法 . 

定义 1.3.3 M 是 一 个 非 空 集合 ,TCM) 是 M 的 所 有 一 一 变换 的 全 体 . 我 们 把 
T(M) 及 变换 的 乘法 放 在 一 起 来 考察 , 记 作 (T(M),，)( 这 里 ， 表示 变换 的 乘法 ), 并 称 
之 为 M 的 变换 群 . 

定理 1.3.2 变换 群 (TCM),。) 具 有 下 列 性 质 : 
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i 封闭 性 ,VY f,gET(M), 有 f*gET(MD); 

让 结合 律 ,Y 1,g ,ETCM) ,Cr eg) sh=f* (gh); 

诈 , 单位 元 ,存在 TET(M) ,使 得 对 于 Y fET(M), 有 1*f =f*1; 

iv. 道 元 ,对 于 Y fET(M), 存 在 f'ET(M), 使 得 f* 广 : 一 广 :7 一 1 

现在 我 们 从 一 般 集 M 及 其 一 一 变换 回 到 平面 R: 及 其 运动 上 来 .用 M(R*) 表 示 平 
面 R* 的 所 有 运动 ,运动 只 不 过 是 特殊 (等 距 ) 的 一 一 变换 , 即 有 M(R?)E(T(R2?)) ,后 者 
是 R? 的 所 有 一 一 变换 的 全 体 . 

很 容易 证 明 : 平 面 的 两 个 运动 ( 保 距 变 换 ) 的 乘积 仍 是 一 个 运动 ,一 个 运动 的 逆 变 换 
仍 是 一 个 运动 . 当然 恒 等 变 换 是 一 个 保 距 变换 . 

这 样 我 们 就 得 到 

定理 1.3.3 M(R*) 对 于 变换 的 乘法 具有 下 列 性 质 : 

i, 封闭 性 ,Y f,gET(R”), 有 f* gET(R’); 

i 结合 律 ,Vf,g,hET(RYD),(f*g)*h=f* (gh); 

证 单位 元 ,存在 ITET(R2) ,使 得 对 于 Y fET(R”), 有 1*f =f 1; 

iv。 逆 元 ,对 于 Y /ET(R”), 存 在 /'ET(R*), 使 得 f/f!=/-!1 .f=1. 
很 自然 地 ,我 们 该 有 下 面 的 

定义 1.3.4 称 M(R?) 为 平面 R: 的 运动 群 .这 里 。 表 示 运 动 的 乘法 (也 就 是 变换 
的 合成 ,后 面 的 乘法 符号 省 略 ). 

现在 考察 使 平面 图 形 K 仍 回 到 自身 的 平面 运动 的 全 体 , 把 它 记 作 S(K). 

平面 图 形 K 也 就 是 平面 R: 上 的 点 集 , 即 CSR, 且 KK 中 任意 两 点 间 有 距离 ;而 使 
保持 不 变 的 运动 也 就 是 使 /(K) 二 KK 的 运动 (这 里 /(K)={f(z)|xr€EK). 

定义 1.3.5 我 们 把 SCK) 称 作 平面 图 形 K 的 对 称 ， 

这 样 ,我 们 就 把 图 形 K 的 直观 对 称 的 概念 用 精确 的 数学 语言 一 一 集合 SCK) 来 刻 
画 :K 的 对 称 就 是 集合 S(K). 我 们 当然 无 法 证明”, 这 个 SCK) 就 是 你 心目 中 的 对 称 ， 
SGK) 只 是 我 们 心目 中 直观 对 称 概念 的 一 个 数学 模型 , 然而 从 实践 上 来 看 ,这 个 数学 模 
型 是 可 以 接受 的 ,是 好 的 . 我 们 容易 证 明 下 面 

定理 1.3.4 (S(K),，) 满 足 上 面 命题 中 的 i. ~iv. 这 四 个 条 件 . 

定义 1.3.6 我 们 称 (S(K),。) 为 平面 图 形 K 的 对 称 变换 群 . 

例 1.3.1 使 平面 上 的 正方 形 仍 回 到 自身 的 平面 运动 的 全 体 刻 画 了 正方 形 对 称 性 
的 程度 . 但 若 正方 形 和 自己 重合 , 则 两 对 角 线 的 交点 也 必然 要 和 自己 重合 . 因此 ,所 求 运 
动 使 正方 形 中 心 不 动 ,因而 或 是 绕 中 心 的 旋转 ,或 者 关于 通过 中 心 的 直线 的 映射 . 由 图 
1. 5 容易 看 到 ,正方 形 4BCD 是 关于 绕 其 中 心 作 90" 倍 数 角 的 旋转 对 称 的 ,对 于 关于 对 
角 线 4C,BD 和 直线 KL,MN 的 映射 , 它 也 是 对 称 的 . 这 八 个 运动 也 就 刻画 着 正方 形 的 
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对 称 . 

长 方形 的 对 称 的 集合 由 绕 中 心 作 180° 的 旋转 和 关于 对 边 中 
点 连 线 的 映射 组 成 ,而 平行 四 边 形 对 称 的 集合 则 仅 由 绕 中 心 作 
180" 倍 数 角 的 旋转 组 成 , 即 由 关于 中 心 的 映射 和 恒 等 变 换 组 成 


(图 1. 6). 
正方 形 的 对 称 变换 群 (图 1. 6) 是 由 下 列 平面 运动 组 成 : 恒 等 
运动 , 绕 其 中 心 转 0,r/2,r,3r/2 的 旋转 ,以 及 关于 它 的 两 条 对 角 图 1.5 
线 、 两 条 对 边 中 点 连 线 所 作 的 反射 ,一共 8 个 运动 . 
很 容易 验证 这 8 个 运动 ,使 正方 形 仍 回 到 自身 上 去 . 
另 一 方面 利用 Chasles 定理 可 得 其 他 的 平面 运动 都 不 使 该 
正方 形 回 到 自身 . 
由 于 图 形 的 对 称 性 可 由 对 称 变换 群 这 一 代数 对 象 来 图 1.6 


刻画 ,下 一 步 我 们 就 可 用 代数 方法 来 研究 图 形 的 对 称 , 这 有 点 儿 像 笛 卡 尔 坐标 系 把 几何 
图 形 和 方程 式 C 联系 起 来 后 ,可 用 代数 方法 研究 几何 一 样 ,不 同 的 是 在 解析 几何 中 我 
们 用 的 是 多 项 式 , 而 这 一 次 是 用 “ 群 ”* 了 . 


问题 1.3 


1. 设 /是 平面 R* 的 一 个 运动 ,其 代数 形式 为 : 
JR:R (ry ,yy) 
满足 (zx',y)'==O(z,y)' 十 (a,6)' ,其 中 OO 是 2 阶 正 交 阵 ,证 明 : 如 果 detO= 一 1, 那 
么 存在 一 条 直线 4, 使 得 运动 /是 关于 直线 ! 的 对 称 变换 , 即 对 于 任意 的 A= (zx,y) € 
R?, 有 (zx',y )ER? 是 A 的 关于 直线 /的 对 称 点 ,从 而 f 是 绕 1 的 反射 . 
2. 设 M 是 一 个 非 空 集合 ,证 明 :变换 群 了 TCM) 满足 结合 
3. 设 天 是 正六 边 形 , 写 出 天 的 对 称 变换 群 SCK). 


$1.4 对 称 变换 群 


群 论 的 产生 最 早 源 于 对 代数 方程 求 根 的 研究 ,一 元 二 次 方程 的 代数 解法 早 在 公 前 
2000 年 就 为 十 巴比伦 人 所 知道 ,一 般 三 次 和 四 次 方程 的 求 根 公式 也 在 16 世纪 由 意 大 
利 数学 家 费 罗 (S. Ferro,1465 一 1526) , 塔 塔 利 亚 (Fontana,1499? 一 1557)、 卡 尔 丹 (G. 
Cardano,1501 一 1576) 和 费 拉 里 (LL. Ferrari) 先 后 获得 . 在 随后 的 近 300 年 间 , 数 学 家 们 
希望 能 找到 五 次 或 更 高 次 方程 的 求 根 公式 ,但 都 徒劳 无 功 . 直到 1770 年 , 拉 格 朗 日 才 第 
， 一 个 宣布 “不 可 能 用 根 式 解 四 次 以 上 方程 ”, 但 他 却 不 能 证 明 这 个 论断 . 1799 年 , 鲁 菲 尼 
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给 出 了 一 个 证 明 , 但 他 的 证 明 是 不 完整 的 . 1824 年 ,年 轻 的 Abel 给 出 了 第 一 个 严格 的 
证 明 . Abel 虽然 证 明了 “五 次 及 五 次 以 上 的 一 般 方程 没有 根 式 解 ”, 但 他 并 没有 解决 究 
竟 哪 些 方程 可 用 根 式 求解 . 这 一 问题 最 终 被 天 才 的 Galois (1811 一 1832) 所 解决 (1831 
年 ). Galois 研究 了 多 项 式 /(z) 的 根 的 置换 所 构成 的 集合 ,由 于 任何 两 个 根 的 置换 的 乘 
积 仍 是 一 个 根 的 置换 ,所 以 多 项 式 的 根 的 置换 全 体 关于 置换 的 乘积 构成 一 个 代数 系统 ， 
Galois 把 这 个 代数 系统 叫做 群 . Galois 发 现 ,方程 的 可 解 性 与 多 项 式 /(z) 的 根 的 某 些 
特殊 的 置换 所 构成 的 群 之 间 存 在 着 密切 的 联系 . 他 仔细 地 研究 了 这 个 群 的 结构 ,并 引入 
了 众多 概念 ,如 子 群 .指数 .正规 子 群 .可 解 群 等 (这 些 都 是 群 论 中 的 经 典 内 容 ), 并 最 终 
揭示 了 这 种 联系 . 他 证 明 ,一 个 方程 可 用 根 式 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 Galois 群 是 可 
解 群 . 

Galois 是 把 群 这 个 概念 引入 数学 的 第 一 人 . 当然 ,Galois 所 说 的 群 不 过 是 一 个 具体 
的 群 一 一 置换 群 . 置换 群 不 仅 在 Galois 的 理论 中 扮演 着 重要 的 角色 ,而 且 也 是 研究 几 
何 体 的 对 称 .晶体 的 结构 等 所 不 可 缺少 的 工具 . 今天 ,置换 群 已 不 仅 在 数学 上 ,而 且 在 物 
理化 学 .计算 机 科学 上 都 有 着 广泛 的 应 用 ,甚至 在 美学 和 艺术 领域 ,也 日 益 发 挥 着 它 巨 
大 的 作用 . 

自然 界 中 充满 了 对 称 的 现象 . 而 现实 世界 的 这 种 对 称 现象 总 是 以 某 种 方式 与 置换 
群 相 联系 . 艺术 家 和 科学 家 发 现 ,可 以 用 置换 和 置换 群 来 很 好 地 刻画 他 们 在 艺术 创作 和 
科学 研究 中 所 过 到 的 种 种 对 称 现象 . 艺术 家 们 使 用 对 称 与 置换 来 帮助 他 们 设计 与 构造 
美妙 的 图 案 ,物理 学 家 们 使 用 对 称 与 置换 来 确定 晶体 的 种 类 ,化 学 家 们 使 用 对 称 与 置换 
去 研究 分 子 内 部 的 结构 . 

也 许 ,一 个 最 具 说 服 力 的 例子 是 ,1962 年 ,物理 学 家 格 尔 曼 (M, Gell-Mann， 
1929 一 , 获 1969 年 诺 贝 尔 物理 学 奖 ) 和 尼 曼 (Y. Ne’eman) 应 用 群 的 理论 预言 ,存在 着 
一 种 被 称 为 2- 负 粒子 的 新 粒子 ,两 年 之 后 这 个 预言 在 实验 室 里 被 证 实 ,这 充分 显示 了 
理论 对 于 实践 的 指导 意义 . 

这 一 节 中 ,我 们 将 通过 例子 来 说 明 置 换 在 研究 对 称 变换 中 的 应 用 . 

定义 1.4.1 使 图 形 不 变形 地 变 到 与 自身 重合 的 变换 称 为 这 个 图 形 的 对 称 变换 . 
一 个 图 形 的 一 切 对 称 变换 关于 变换 的 乘法 构成 群 ,这 个 群 称 为 这 个 图 形 的 对 称 变换 群 . 

一 个 图 形 的 对 称 变换 群 常 可 以 用 一 个 置换 群 来 表示 , 它 能 很 好 地 反映 图 形 的 对 称 
性 质 , 是 研究 图 形 的 对 称 性 质 的 有 力 工 具 . 

例 1.4.1 仅 由 单位 ( 恒 等 ) 变 换 所 组 成 的 对 称 群 K,. 这 是 任意 非 对 称 形 ( 图 1. 7) 
的 对 称 群 . 

例 1.4.2 由 单位 变换 及 关于 某 一 直线 的 翻 裙 组 成 的 对 称 群 (图 1. 8). 

例 1.4.3 求 正方 形 的 对 称 变换 群 . 
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图 1.7 图 1.8 


由 图 1. 8 不 难看 出 ,正方 形 的 对 称 变换 只 有 两 种 : 

1) 分 别 绕 中 心 点 O 按 逆 时 针 方向 旋转 90"、180"、270*、360° 的 旋转 ; 

2) 关 于 直线 Li、L;、Ls、L, 的 镜面 反射 . 

为 了 用 置换 来 表示 正方 形 的 对 称 变换 ,我 们 用 数字 1、2、3、4 来 代表 正方 形 的 四 个 
顶点 (图 1.9), 显 然 ,正方 形 的 每 一 个 对 称 变换 都 导致 了 这 四 个 顶点 的 一 个 置换 , 如 果 
对 称 变换 将 顶点 i 变 为 顶点 名 ,那么 我 们 用 置换 

St 
攻 kk kl 
来 表示 这 个 对 称 变换 . 


图 1.9 图 1.10 
易 知 ,由 正方 形 的 每 一 个 对 称 变换 ,都 可 唯一 地 确定 一 个 4 阶 置换 , 且 不 同 的 对 称 


变换 对 应 于 不 同 的 置换 . 所 以 正方 形 的 每 一 个 对 称 变换 ,都 可 用 唯一 的 一 个 四 阶 置换 来 
表示 . 表 1. 1 列 出 了 正方 形 的 对 称 变换 及 其 相应 的 置换 表示 . 
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表 1.1 正方 形 的 对 称 变换 及 其 相应 的 置换 表示 


对 称 变换 | 村 的 才 示 ”| 
所 表示 绕 中 心 旋 转 90" (1234) 
大 表示 绕 中 心 旋转 180* (1 3)(2 4) 
尹 表示 绕 中 心 旋转 270" (1432) 
下 表示 绕 中 心 旋转 360* (1) 
& 表示 关于 直线 L 的 反射 (12)(34) 
8: 表示 关于 直线 L: 的 反射 (1 4)(2 3) 
Bs 表示 关于 直线 L, 的 反射 (24) 
&4 表示 关于 直线 L, 的 反射 《1 3) 


由 上 表 可 知 , 两 个 对 称 变换 的 乘积 对 应 于 相应 的 置换 的 乘积 . 所 以 正方 形 的 对 称 变 
换 群 是 S 的 一 个 子 群 , 记 作 D,. 

一 般 地 , 正 ” 边 形 (过 3) 的 对 称 变换 群 是 5, 的 一 个 子 群 , 记 作 D,, 称 为 二 面体 群 . 

易 知 , 正 边 形 有 个 旋转 (包括 恒 等 变 换 ) 入 个 反射 ,所 以 二 面体 群 的 阶 数 是 
2n. 

例 1.4.4 求 正 四 面体 的 对 称 变换 群 . 

一 个 正四 面体 可 以 内 接 于 一 个 正方 体 (图 1. 10). 把 正四 面体 的 四 个 顶点 标 上 1、2、 
3、4 四 个 数字 , 则 正四 面体 的 每 一 个 对 称 变换 都 可 用 一 个 4 阶 置 换 来 表示 . 因此 ,正四 
面体 的 对 称 变换 群 是 5, 的 一 个 子 群 ,共有 24 个 4 阶 置换 ,但 并 非 每 一 个 置换 都 表示 正 
四 面体 的 对 称 变换 ,如 镜面 反射 (1 2) 就 不 是 正四 面体 的 对 称 变换 . 

容易 看 出 , 绕 任 一 条 过 正四 面体 的 一 个 顶点 及 其 对 面 中 心 的 轴 按 逆 时 针 方 向 旋转 
120*、240" 的 旋转 是 正四 面体 的 对 称 变换 ,这 样 的 变换 有 8 个 ; 另 一 方面 , 绕 任 一 条 过 正 
方 体 的 对 边 中 心 的 轴 旋转 180" 的 旋转 也 是 正四 面体 的 对 称 变换 ,这 样 的 变换 有 3 个 ;再 
加 上 恒 等 变 换 , 共 有 12 个 对 称 变换 . 所 以 正四 面体 至 少 有 12 个 对 称 变换 , 且 这 些 变换 
都 是 旋转 . 又 因为 镜面 反射 (1 2) 不 是 正四 面体 的 对 称 变换 ,所 以 镜面 反射 (1 2) 与 上 述 
12 个 旋转 的 乘积 也 都 不 是 正四 面体 的 对 称 变换 . 由 此 可 知 ,上 述 12 个 旋转 恰 是 正四 面 
体 的 全 部 对 称 变换 . 这 12 个 对 称 变换 用 轮换 的 形式 写 出 就 是 

(1)， 

(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243)， 

(1 2)(3 4),(1 3)(2 4), (1 4)(2 3). 

因此 ,正四 面体 的 对 称 变换 群 就 是 4 次 交代 群 4,. 我 们 知道 ,总 共存 在 五 种 正 多 面 
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体 .除了 正四 面体 ,还 有 立方 体 、 正 八 面体 、 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 . 可 以 求 得 这 几 个 
正 多 面体 的 对 称 变换 群 的 阶 数 分 别 是 24、24、60、60, 它 们 分 别 是 4 次 对 称 群 和 5 次 交 
错 群 . 
例 1.4.5 设 Jrir…vzo) 是 数 域 玉 上 的 一 个 ”元 多 项 式 , 则 多 项 式 fCz zi， 
…zw) 的 对 称 变换 群 等 于 5, 的 充分 必要 条 件 是 f(z ,x:，,… ,Xz,) 是 nn 元 对 称 多 项 式 . 
例 1.4.6 试 求 多 项 式 zl 十 I 一 x; 一 zx 的 对 称 变换 群 . 
解 ” 我们 用 置换 
量 疙 站 洛 玫 湾 
A 
表示 将 x 变 到 zi 的 变换 , 易 知 ,多 项 式 zi 十 z, 一 z; 一 zx, 的 任 一 置换 最 多 只 能 将 zi 与 
Zs 或 与 互 换 ,所 以 多 项 式 zz 十 z; 一 x3 一 zx, 的 对 称 变换 群 G 是 由 (1 2) 与 (3 4) 生 
成 的 群 , 即 G={(1 2),(3 4)). 
从 而 ,zi 十 zs* 一 zs 一 zl 的 对 称 变换 群 为 {(1),(1 2),(3 4),(1 2)(3 4)}. 


Euler 小 传 


欧 拉 (L. Euler) ,瑞士 数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 ,他 1707 年 4 月 15 日 生 于 瑞士 
巴塞 尔 . Euler 于 1722 年 在 巴塞 尔 获 学 士 学 位 ,第 二 年 又 获 硕士 学 位 . 对 数学 有 浓厚 的 
兴趣 ,并 得 到 约翰 ， 伯 努 利 的 指导 ,18 岁 起 开始 发 表 论文 . 1727 年 应 邀 到 俄国 圣 彼 得 保 
科学 院 工作 ,1731 年 被 聘 为 圣彼得堡 科学 院 物理 学 教授 ,1733 年 又 被 聘 为 该 院 院士 和 
数学 教授 , 大 量 的 写作 使 他 的 右 眼 在 1735 年 因 眼疾 而 失明 . 

1741 年 ,Euler 应 普鲁士 腓 特 烈 大 帝 的 邀请 到 柏林 科学 院 任 物理 数学 研究 所 所 长 ， 
长 达 25 年 之 久 . 1766 年 回 圣彼得堡 .1771 年 的 一 场 大 病 使 他 的 左 眼 也 完全 失明 ,然而 
他 仍 赁 着 惊人 的 记忆 力 和 心算 技巧 进行 研究 ,通过 口授 完成 了 大 量 的 论著 . 他 的 全 集 有 
74 卷 之 多 ,他 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》《 微 分 学 原理 》《 积 分 学 原理 ) 已 成 为 数学 中 的 经 典 
著作 . 

Euler 的 研究 几乎 涉及 数学 的 每 个 分 支 . 数学 中 有 许多 定理 和 公式 都 是 以 欧 拉 的 
名 字 命 名 的 ,如 关于 多 面体 的 欧 拉 定 理 ,数论 中 的 欧 拉 函 数 、 复 变 函 数 中 的 欧 拉 公 式 以 
及 微分 方程 中 的 欧 拉 方 程 等 . Euler 早 在 1761 年 时 就 给 出 了 群 U(n) 的 例子 . 

Euler 最 突出 的 数学 贡献 是 扩展 了 微 积 分 的 研究 领域 ,为 分 析 学 的 一 些 重要 分 支 
与 微分 几何 的 产生 和 发 展 莫 定 了 基础 . 他 还 在 代数 .数论 ,组合 数学 等 许多 数学 领域 中 
有 所 创建 ,如 发 现 了 实 系数 多 项 式 的 分 解 定理 ;给 出 费 尔 马 小 定理 的 三 个 证 明 , 并 引入 
了 数论 中 重要 的 欧 拉 函数 ;解决 了 著名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 等 . 现在 的 许多 数学 符号 也 
起 源 于 欧 拉 , 如 用 三 来 表示 求 和 (1755 年 ), 用 i 表示 虚数 单位 (1777 年 ), 用 e 表示 自然 
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对 数 的 底 (1736 年 ) 等 . 

法 国 天 文学 家 、 物 理学 家 阿拉 戈 (D.F.J. Arago) 称 赞 欧 拉 道 :!“Euler 计算 起 来 轻松 
自如 ,就 像 人 们 呼吸 , 鹰 在 空中 飞翔 . 

Euler 于 1783 年 9 月 18 日 卒 于 俄国 圣彼得堡 . 


问题 1.4 


1. 写 出 正 五 边 形 、 正 六 边 形 的 对 称 变换 群 D;、D。 

2. 在 D, 中 ,用 几何 方法 说 明 为 何 两 个 反射 的 复合 是 一 个 旋转 . 

3. 在 D, 中 ,用 几何 方法 说 明 为 何 一 个 反射 与 一 个 旋转 的 复合 是 一 个 反射. 
4. 确定 D,(n 宇 3) 中 的 元 素 个 数 , 问 D, 中 有 多 少 个 反射 ? 

5. 证 明 : 正 方形 的 对 称 变换 群 与 多 项 式 (z 十 zx:) (zs 十 z,) 的 对 称 变换 群 同 构 . 
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群 论 的 发 生 比较 早 , 约 在 18 世纪 末 和 19 世纪 初 .起初 它 仅 是 为 了 解决 高 次 方程 的 
根 是 否 能 用 根 号 表示 的 问题 而 发 展 起 来 的 . 在 解决 上 述 问题 中 ,第 一 次 发 现 了 方程 的 根 
的 对 称 性 和 平等 性 是 解决 全 部 问题 的 关键 . 从 19 世纪 到 20 世纪 这 段 时 间 ,在 科学 的 许 
多 别 的 部 门 , 例 如 几何 ,结晶 学 . 物理 、 化 学 都 弄 清 了 对 称 的 规律 的 重要 意义 ,因此 群 论 
的 方法 和 结果 得 到 了 广泛 的 应 用 . 

群 论 是 现代 数学 中 最 早 和 最 丰富 的 分 支 之 一 . 其 中 ,变换 群 在 几何 学 中 起 着 一 个 重 
要 的 作用 ,而 有 限 群 是 方程 论 中 的 Galois 理论 的 基础 ,这 两 个 领域 对 群 论 的 系统 研究 
提供 了 原动力 ， 

我 们 将 从 比 群 更 一 般 的 概念 一 一 半 群 开始 讨论 ,尽管 半 群 的 理论 还 不 像 群 论 那样 
丰富 ,然而 它 有 着 重要 的 “对 外 的 "应 用 ,特别 值得 注意 的 是 对 于 自动 机 理论 . 虽然 我 们 
的 主要 目标 是 群 的 对 称 理论 ,但 我 们 还 是 将 从 比较 简单 且 更 一 般 的 半 群 概念 来 开始 我 
们 的 讨论 ,期 望 半 群 的 先行 研究 能 提供 一 个 更 好 的 洞察 力 来 讲 清楚 关于 群 的 某 些 结果 . 


32.1 群 


定义 2.1.1 设 集合 S 和 5S 上 的 满足 结合 律 的 二 元 运算 所 形成 的 代数 系统 叫做 
半 群 . 这 个 半 群 记 成 (S,， ) 或 者 简 记 成 5. 

运算 +，y 也 常常 简写 成 zy. 像 通常 那样 令 

好 一 zz 一 zn 个 工 ). 

如 果 运 算 又 满足 交换 律 , 则 (CS,。) 叫 做 可 换 半 和 群 . 

定义 2.1.2 设 S 是 半 群 ,元 素 e 叫做 半 群 的 单位 元 ,是 指 对 任意 ESvae=ea 一 
a. 如果 S 有 单位 元 e, 则 它 是 唯一 的 , 记 作 1. 

定义 2.1.3 设 S 是 含 单 位 元 半 群 ,元 素 忆 叫做 元 素 a 的 逆 元 素 ,是 指 ab=ba 二 1. 
如 果 a 有 逆 元 素 , 则 它 是 唯一 的 . 

我 们 把 这 个 唯一 的 逆 元 素 记 作 a , 则 aa 一 一 aa 一 1. 

例 2.1.1 (N, 十 ),(Z, 十 ),(Q, 十 ) 都 是 半 群 . 
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例 2.1.2 以 M,(C) 表 示 n 阶 复方 阵 全 体 , 它 对 乘法 形成 含 单位 元 半 群 ,单位 元 是 
单位 方 阵 1,, 并 且 当 mn 宇 2 时 , 易 知 半 群 M,(C) 不 是 交换 的 . 

例 2.1.3 设 n 为 正 整数 ,我 们 在 ZZ 上 定义 如 下 关系 :对 于 整数 a 和 4b,a~be3nla 
—b( 即 a=6b(modn)) 

易 知 这 是 等 价 关系 ,于 是 忆 拆 分 成 ”个 等 价 类 :[0],[1],…,[n 一 1], 以 Z, 表示 上 
述 等 价 类 组 成 的 集合 ,在 Z, 上 定义 乘法 :[a][5]==[a5], 则 Z, 对 此 乘法 是 含 单位 元 交 
换 半 群 ,单位 元 是 [1]. 

在 Z, 上 定义 加 法 :[a] 十 [6]==[a 十 杂 , 则 Z, 是 含 单位 元 交换 半 群 ,单位 元 是 [0]. 

例 2.1.4 我 们 已 经 知道 ,车 有 映射 4:5 一 T,B:T>U,7Y:U->V, 则 (aB)7Y=a(BY). 
由 此 , 设 有 非 空 集 5S, 令 T(S)={ala 是 5S 到 5S 的 映射 ), 以 “。 ”表示 映射 的 积 , 则 
《T(S),。) 是 一 个 有 单位 元 半 群 . 

定义 2.1.4 设 S 是 一 个 半 群 , 集 S 中 的 等 价 关系 p 叫做 半 群 S 上 的 同 余 关 系 , 简 
称 同 余 ,是 指 若 apcyppod, 则 abpcd. 

以 后 ,如 果 p 是 半 群 S 上 的 同 余 , 对 aE5, 称 a 关于 p 的 等 价 类 为 a 关于 p 的 同 余 
类 , 常 以 ap 记 之 ,由 此 得 下 述 命题 . 

定理 2.1.1 设 p 是 半 群 5S 上 的 同 余 , 在 商 集 S/p 中 定义 ,(ap) (bo) = (ab)p, 则 
S/p 是 一 个 半 群 . 

证 明 由 上 所 述 ,(ap) (bp) 二 (ab)p 是 8S/p 中 的 运算 ,由 S 中 运算 的 结合 律 立即 得 
到 5S/p 中 运算 的 结合 律 . 常 称 上 述 半 群 5S/p 为 5 关于 同 余 p 的 商 半 群 . 

例 2.1.5 在 半 群 (Z, 十 ) 中 ,考虑 等 价 关系 “ 模 n(n 二 1) 同 余 ”, 若 a 三 cC(modn),b 三 
dlmodn), 则 c==a 十 kn,d= 二 6 十 hn, 故 c 十 d= 二 a 十 b 十 (全 十 h)n, 从 而 a 十 b=c 十 d(modn)， 
故 模 同 余 是 半 群 (Z, 十 ) 中 的 同 余 . 相应 的 商 半 群 正 是 例 1. 1. 3 中 的 半 群 . 

定理 2.1.2 设 p 是 半 群 S 上 的 同 余 , 则 自然 映射 :5 一 S/p, 对 a€E5,av=ap, 是 
满 同 态 . 

证 明 "是 满 射 , 又 (ab)u= (ab)p 二 apbp 二 avbv, 从 而 。v 是 满 同 态 . 

定理 2.1.3 设 5 是 一 个 半 群 , 令 久 =5', 则 存在 单 同 态 p:S-~T(CX) ,从 而 S22So 
<T(X). 

证 明 设 映 射 p:S-T(z) 为 对 aES,ap 一 ,其 中 0 : SS: 为 对 zESi,zp. 一 
za, 则 p 是 单 射 .事实 上 ,对 a,bE5S, 车 ap 二 bp, 则 p,==ps. 故 对 Y zESiza 一 2 

特别 地 , 令 z==1, 得 a=bp 是 一 个 单 同 态 , 这 是 因为 

Xpaps)= (zps)ps= (za)ps= (za)b=r(ab)=rpsr TES ,而 .ps= ps. 

设 S 是 半 群 ,已 是 集 $S 上 的 一 个 等 价 关系 ,于 是 商 集 S/ 尼 ={[a]laEeS)}, 这 里 [a] 
表示 a 关于 等 价 关 系 EE 的 等 价 类 . 在 商 集中 能 否 借助 于 S 中 的 运算 ,规定 [a][5]== 
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[ab] 得 到 S/E 中 的 运算 ? 一 般 来 说 是 不 行 的 ,这 是 因为 一 般 情况 下 ,[a5b] 依 赖 于 [a] 中 
代表 元 素 a 及 [5] 中 代表 元 素 5 的 选择 , 即 aEc ,bEd 不 能 保证 abEcd. 这 就 导致 下 述 关 
于 同 余 的 概念 . 

定义 2.1.5 非 空 集合 G,“。 "是 它 的 运算 ,如 果 满 足 : 

i VY awbEG, 有 ab€EG; 

i 结合 律 成 立 , 即 Y a,b,cEG, 有 (ab)c==a(be); 

这， 存在 单位 元 eEC, 即 存在 一 个 元 ,对 于 Y eaEG, 有 ae 一 ea 一 ai 

iv. YaEG'a 都 有 道 元 a ', 即 aa 一 一 a ia 一 <e. 
称 G 对 于 其 上 的 运算 来 说 构成 了 一 个 群 , 记 为 CC, ). 

定义 2.1.6 如 果 群 中 所 含 元 素 个 数 是 有 限 数 n, 称 为 有 限 群 ;其 元 素 个 数 称 为 群 
的 阶 , 记 为 |G|=n. 


例如 .1.6 (1, 一 1,i, 一 i} 对 于 普通 乘法 构成 四 阶 群 . 其 中 1 是 单位 元 ,一 1 是 1 的 
道 元 ,i 与 一 i 互 为 逆 元 . 
例 2.1.7 Ss={(1),(1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2)} 对 于 置换 的 合成 构成 有 


限 非 交 换 群 , 称 为 三 次 对 称 群 . 
例 2.1.8 实数 集合 R 上 所 有 nn 阶 可 北方 阵 的 集合 GL,(R) ,对 于 矩阵 的 乘法 构成 
群 , 称 为 一 般 线性 群 . 
例 2.1.9 考虑 群 (Z, 十 ), 令 nZ={nala€2), 这 里 是 一 个 固定 ABCD, 令 RR 为 
该 正方 形 绕 中 心 O 递 时 针 方向 旋转 90" 的 变换 , 则 R' 二 RRRR=E 是 恒 等 变 换 . 令 妃 
为 正方 形 4BCD 对 工 轴 的 反射 , 令 Y 为 正方 形 4BCD 对 y 轴 的 反射 , 令 DD 为 正方 形 
4BCD 对 BD 轴 的 反射 ,D' 为 对 AC 轴 的 反射 , 则 D,= {Ri, Rs, Rs,R,=E,H,V,D， 
DD'} 关 于 变换 的 积 是 一 个 群 . R,==E 是 它 的 恒 等 元 . D, 叫做 二 面体 群 . 
例 2.1.10 在 Q 中 规定 :Y a,bEQ, 有 a*6b=a 二 b 十 ab,(Q,，，) 是 否 成 群 ? 
解 显然 i. 是 成 立 的 ; 
让 (a*b) c=(atbtab) :c=(atbt+ab)t+et+ (atbtab)e 
一 < 十 6 十 c 十 ab 十 ac 十 bc 十 apc， 
aa 。 (bc) 一 2。( 十 c 十 bc) 一 a 十 (十 c 十 pc) 十 a(O 十 c 十 bc) 
一 < 十 6 十 c 十 ab 十 ac 十 pc 十 abc， 
所 以 (a*b)*c=a* (bo); 
这 如 果 e 是 单位 元 , 则 对 于 任意 acEQ, 应 有 ae 二 ea 二 a, 这 时 ae 二 a 十 e 十 ae 二 a, 得 
e 一 0, 所 以 数 0 是 单位 元 ; 
iv. 对 于 Y aEQ, 如 果 0 是 a 的 道 元 ,应 有 ab 二 ba 二 0, 这 时 ab 二 a 十 bp 十 ab 二 0, 得 6 
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一 后 多 ,的 逆 元 是 二 和, 而 一 1 没有 道 元 : 

综 上 所 述 ,(Q,，) 不 构成 群 .但 是 ,对 于 Q 一 {一 1) 对 上 面 的 乘法 “。 ”就 构成 群 . 

定义 2.1.7 设 (G,* ) 是 一 个 群 ,G 的 非 空子 集 4 关于 二 元 运算 *。 "封闭 , 且 (4， 
*) 也 是 一 个 群 , 则 称 (4,。) 为 群 (CCG,。) 的 子 群 ,并 记 为 A<G. 

例 2.1.11 设 (G,，) 是 一 个 群 , 令 C={ala€EG,z€EG=>za=ar), 则 CSG,C 叫 
G 的 中 心 .C 的 单位 元 正 是 G 的 单位 元 . 

以 上 例子 表明 , 子 群 已 的 单位 元 正 是 群 G 的 单位 元 . 这 一 结论 是 普遍 成 立 的 . 事实 
上 , 设 HSG,en 是 有 H 的 单位 元 ,es 是 G 的 单位 元 ,在 妃 中 有 cm。，en=eny 但 在 G 中 有 
en ec 二 en， 从 而 在 G 中 我 们 有 ew。ez 一 cu。ec* 由 G 中 的 消去 律 得 er 一 ec 

由 于 en 二 eo, 从 而 子 群 H 中 的 元 素 a 的 逆 元 正 是 a 在 G 中 的 逆 元 . 由 此 ,我 们 得 到 
下 述 定理 : 

定理 2.1.4 设 (C,') 是 一 个 群 ,e 是 G 的 单位 元 , 则 G 的 子 集 H 是 子 群 的 充 要 
条 件 是 : 

(De€EH;(2)a bE HabE H;(3a€ Ha !'€EH. 

从 这 个 定理 立即 得 到 ,车 Hi,H; 是 G 的 子 群 , 则 HI 站 H; 也 是 G 的 子 群 .一 般 地 ， 
若 {H'1iE7) 是 G 的 子 群 族 , 则 其 交 站 {HliE7T}) 也 是 G 的 子 群 . 

为 了 考察 各 种 群 之 间 的 联系 ,我 们 要 研究 群 之 间 的 映射 ,但 是 群 不 仅 是 集合 还 有 运 
算 , 所 以 需要 映射 与 群 运算 保持 协调 . 确切 地 说 ， 

定义 2.1.8 设 有 群 (G,。),(G', 日 ), 映 射 y:G 一 G' 叫 同 态 , 是 指 对 Y a,bEG 有 
Ca Dp =(a1) Ob). 5 

由 此 我 们 可 以 看 到 , 群 的 同 态 正 是 群 作 为 半 群 的 同 态 :w:G-~>G' , 同 态 也 可 以 叙述 
如 下 ， 

HpXAGXG 0' XG', 为 (asb) (pxX 1) = (ap,bp). . 

对 于 同 态 w, 如 果 映 射 “是 单 射 , 则 称 同 态 yx 为 单 同 态 ;如 果 映 射 是 满 射 , 则 称 同 
态 /为 满 同 态 ; 如 果 映 射 是 双 射 , 则 称 同 态 /为 同 构 . 如 果 存 在 从 群 G 到 群 G' 的 同 
构 , 则 称 群 G 与 G' 同 构 , 记 作 GS 和 2G'. 

从 同 态 的 定义 立即 得 到 同 态 的 下 述 基本 性 质 ， 

(1) 若 w:G-~G' 是 群 的 同 态 , 则 em 一 e ,这 里 eye 分 别 是 G,G' 的 便 等 元 . 

事实 上 ,ep 一 (ee)p= (ej) (ej) ,又 en= (ep)e' ,从 而 由 消去 律 得 ep==e'. 

(2) 若 yx:G->G' 是 群 的 同 态 ,aEG, 则 (a-，D)p= (ap) 

事实 上 ,e 一 ep 一 (aa-0)=(ap0)(C(e- DA) ,两 边 左 乘 (ap)-1, 得 (a- p= (ap) 

(3) 若 pn:G-~G' 是 群 的 同 态 ,aeEG,AEZ, 则 (am 一 (ap 六 
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事实 上 , 当 k=0 时 ,a*=e, 帮 (aD)p=ep=e'; 但 当 k=0 时 , (ap)* 二 e', 从 而 k=0 时 
等 式 成 立 ; 

当 >0 时 ,可 用 归纳 法 证 明 .对 于 <<0 的 情形 ,可 利用 性 质 (2) 及 >0 的 结论 得 
到 . 

(4) 若 x:G 一 G' 是 群 的 同 态 , 则 G,= (aklaEeG} 是 G' 的 子 群 ,叫做 G 关于 /的 同 态 
像 . 

事实 上 ,首先 e'==epyEGps 若 a' ,WEGp, 则 存在 a,bEG 使 a 二 apsb' 二 by， 从 而 a' 
= a1) (61)==(ab)pEGp; 又 (a 二 (ap) 1 一 (a-1)jEGp, 从 而 Gp 是 G' 的 子 群 . 

由 此 ,车 :GG' 是 同 态 , 及 是 G 的 任 一 子 群 ,将 # 限制 在 有 H 上 , 便 得 到 同 态 :HH 
一 G', 于 是 Hp 是 G' 的 子 群 ,从 而 子 群 妃 关于 py 的 同 态 像 Hy 是 C 的 子 群 . 

例 2.1.12 设 有 数 域 P 上 的 n 维 向 量 空间 V ,L(V) 与 P 上 的 nn 阶 可 逆 矩 阵 的 集 
关于 矩阵 乘法 形成 的 群 同 构 . 

从 同 构 的 定义 立即 看 到 , 若 <c:G-~CG' 是 同 构 映射 , 则 a:G' 一 G 也 是 同 构 映 射 ,从 而 
G6'=>G'2G. 又 对 任 一 群 G,16 : GG, 即 G 到 自身 的 恒 等 映 射 ,显然 是 一 个 同 构 映 
射 , 从 而 对 任何 群 G, 有 CCG. 

又 车 a:G 一 G',B:G' 一 G" 都 是 同 构 映 射 , 则 a8:G 一 G" 也 是 同 构 映 射 ,从 而 CS2C" 
由 此 ,G22G' ,GI22G' 僵 G22G1. 

定理 2. 1. 5(Cayley 定理 ) ” 任 一 群 必 同 构 于 一 个 变换 群 . 

证 明 定义 映射 p:G 一 Sym(G), 对 a€EG,ap=p,, 其 中 po: GG, 对 EG,zp, 二 
za. 由 定理 2. 2. 1 知 ,p 为 单 同 态 , 且 G2G, 过 Sym(G). 而 G6 是 集合 G 上 的 变换 群 . 

定义 2.1.9 a 是 群 G 中 一 元 素 , 如 果 存 在 正 整数 ”使 得 w" 一 e, 使 等 式 成 立 的 最 小 
的 正 整数 称 为 元 素 a 的 周期 . 

例 2.1.13 UL 一 {l,oyoz}, 其 中 心 为 1 的 三 次 单位 原 根 , 则 辟 对 于 普通 乘法 构成 
群 .单位 元 1 的 周期 是 liw、o* 的 周期 都 是 3; 

例 2.1.14 一 个 n 元 集合 的 全 体 置 换 构成 的 群 称 为 次 对 称 群 , 记 为 5,;5, 的 阶 
数 是 1!. 

定义 2.1.10 设 Ci,G:…G, 是 任意 nn 个 群 , 则 称 

GXGiX* XG,={(aisar"a) |ar€E Gi=1,2 *n} 
对 于 运算 : (aiyaz…an)(b bb) 一 (ab yazbo ap) 作成 一 个 群 , 称 为 群 G，,Gs…G, 的 
直 积 . 

例 2.1.15 Gi=(a),Gs 二 (5) 分别 为 3 阶 和 5 阶 循环 群 ,G 二 G1XG; 为 15 阶 循环 
群 . 

证 明 Gi= (esasa) ,Gs 二 (ez,b, 妨 ,B5,6'), 其 中 ,5 的 周期 分 别 为 3 和 5, 在 G 中 
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取 (a,p)，, 则 (ab 一 (esb)， (ayb5 一 (asyez), 又 3 和 5 互 素 , 所 以 (za,0) 的 周期 为 15， 
则 G=GiXG; 为 15 阶 循环 群 . 

显然 ,对 称 变换 所 满足 的 性 质 与 群 中 元 素 的 运算 非常 类 似 ,如 果 我 们 抛 开元 素 和 运 
算 的 具体 内 容 和 形式 ,而 注重 两 者 之 间 的 本 质 关系 ,就 能 得 到 下 面 结论 ， 

群 是 对 称 概念 的 数学 描述 ,研究 群 就 是 为 了 研究 复杂 的 对 称 . 


Cayley 小 传 


凯 莱 (A. Cayley),1821 年 8 月 16 日 出 生 在 英格兰 ,父亲 在 俄国 经 商 , 凯 莱 的 童年 
在 那里 度 过 . 8 岁 时 随 父母 返回 英国 . 14 岁 人 国王 学 校 学 习 , 数 学 才华 初 露 ,擅长 大 数 运 
算 . 17 岁 考 人 剑桥 大 学 三 一 学 院 ,20 岁 不 到 就 发 表 了 他 的 第 一 篇 论文 ,第 二 年 又 发 表 了 
8 篇 论文 . 三 一 学 院 毕业 后 留 校 任教 3 年 . 

25 岁 时 Cayley 开始 了 14 年 的 律师 生涯 . 任职 期 间 又 发 表 了 近 200 篇 数学 论文 ,其 
中 的 大 部 分 现 已 成 为 经 典 的 数学 内 容 . 1863 年 ,Cayley 应 邀 返回 剑桥 任 数学 教授 ,直至 
去 世 . 他 最 大 的 非 数 学 方面 的 贡献 是 由 于 他 的 影响 使 剑桥 向 妇女 开放 了 . Cayley 和 他 
的 好 友 西 尔 威 斯 特 (J.J. Sylvester) 是 不 变量 理论 的 竟 基 人 ,而 不 变量 理论 在 以 后 相对 
论 的 研究 中 起 了 重要 的 作用 . 他 引入 了 抽象 群 、 群 代数 以 及 矩阵 等 概念 ,并 对 几何 与 线 
性 代数 做 出 了 主要 的 贡献 ,其 中 包括 :发 明了 表示 行列 式 的 两 竖 符 号 ,建立 行列 式 的 乘 
法 定理 等 . 

Cayley 一 生 中 仅 出 版 过 一 本 专著 (椭圆 函数 初 论 )(1876)， 但 类 家 了 过 1000 篇 论 
文 ,他 的 论文 选集 有 13 卷 之 多 ,每 卷 长 达 600 多 页 . 

Cayley 于 1895 年 1 月 卒 于 剑桥 . 


问题 2.1 


1. 确定 5S; 的 乘法 表 . 

2. 令 CG 是 用 zz 一 az 十 和 ,其 中 和 4 都 是 实数 且 “天 0 所 定义 直线 R 的 变换 的 
集 ,验证 G 是 R 的 一 个 变换 群 . 

3. 令 G 是 一 个 半 群 M 的 一 个 非 空子 集 , 则 G 是 一 个 子 群 当 且 仅 当 每 个 gEG 的 M 
中 都 是 可 逆 的 ,并 且 对 Y g1,g:€EG,g7'g: EG. 

4. 证 明 :假如 ”全 3, 那 么 5S, 的 中 心 的 阶 是 1. 

5. 设 6 为 有 限 群 ,1G|=mn, (mn) 二 1,g€EG, 证 明 :G 中 存在 唯一 的 元 素 和 y， 
使 得 5 一 zy=yz 且 满 足 z"= 

6. 设 G 为 n 阶 群 ,g1,g;,…,g,EG, 证 明 :存在 整数 i,j,1<i<j<n, 使 得 gg 
Bi=1. 
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7. 设 G 是 群 ,K=={ sgzy8gojSG 且 1&K', 证 明 : 在 mn 个 乘积 gig; 中 ,至 多 有 
n(n 一 1)/2 个 元 素 gig,E KK. 
lells] 


8. 设 a 必 是 群 G 中 两 个 可 交换 的 元 素 , 证 明 : lal 一 real Tey 
$2.2 置换 群 


1. 循环 群 


设 G 是 一 个 群 ,S 是 G 集 的 一 个 非 空子 集 . 常常 需要 考虑 G 的 包含 5S 的 最 小 子 群 ， 
即 这 样 一 个 子 群 , 它 包含 $ 而 又 包含 在 每 一 个 包含 S 的 子 群 中 . 如 果 这 样 的 子 群 存在 ， 
那么 它 是 唯一 的 . 这 是 因为 ,车 Hi,H: 是 含 5 的 最 小 子 群 , 易 知 Hi 夺 H,H: 三 i, 故 
有 HH 二 HH;. 它 的 存在 性 可 由 下 面 命题 得 到 . 

定理 2.2.1 5 是 群 (G,，) 的 子 集 , 设 有 H,,iE7T, 是 群 G 中 含 5S 的 所 有 子 群 , 则 已 
三 门 {H,|iE7) 是 含 5 的 最 小 子 群 . 

证 明 首先 G 是 含 S 的 子 群 ,因而 了 不 是 空 集 . 由 于 已 是 子 群 ,显然 S 三 已 . 若 $ 
刁 H' 且 H' 是 子 群 , 则 H' 是 H, 中 的 某 一 个 , 故 有 H= 几 {Hili ET)SEH'. 

此 命题 只 是 肯定 含 5 的 最 小 子 群 有 H 的 存在 性 ,然而 不 是 构造 性 的 , 即 对 太 的 组 成 
没有 什么 了 解 ,下 面 我 们 从 构造 的 观点 , 找 出 含 5 的 最 小 子 群 HH. 

如 果 5 是 子 群 , 即 有 5S， SS5,57' 刁 5, 显 然 此 时 互 =S. 如 果 S 是 空 集 ,显然 {fe} 是 
含 S 的 最 小 子 群 . 如 果 $ 非 空 但 不 是 子 群 ,那么 a,bES 存在 ,使 得 ab 后 3 或 a ' 世 5S, 这 
时 我 们 把 这 些 元 素 都 添加 到 S 上 去 . 

于 = {zl zoezon 是 自然 数 ,xz;ESUS '). 

这 就 是 考 虚 由 5 的 元 素 和 5 的 元 素 以 及 由 S 及 S 中 取出 任意 ”个 元 素 作 乘 积 
所 得 到 的 元 素 全 体 . 容易 证 明 及" HSH,H™'SCH, 即 H 是 含 5 的 子 群 . 另 一 方面 , 若 
有 子 群 K 二 5S, 则 K 忆 S, 令 5' 二 SUS ', 即 及 二 5'. 这样 天 必 包 含 5S'，5S', 随 之 必 
包含 (S'。S')，。S',…, 故 知 尺 二 H, 即 证 得 HH 是 含 5 的 最 小 子 群 . 

定义 2.2.1 1) 群 G 中 含 5 的 最 小 子 群 称 为 S 在 G 中 生成 的 子 群 , 记 作 (S》; 

2) 设 已 是 群 G 的 一 个 子 群 .如 果子 集 SCSH 且 (S)= 矿 , 则 称 S 是 子 群 吾 的 一 个 
生成 元 集 ; 

3) 特 别 地 , 当 SEG 而 (S)==G 时 , 称 S 生成 群 G, 而 5S 是 群 G 的 一 个 生成 元 集 . 

当 5 是 一 个 有 限 子 集 时 ,我 们 称 G 为 有 限 生成 的 . 特别 地 , 当 5=={a) 是 由 一 个 元 素 
a 组 成 时 ,我 们 常 以 (a) 代 蔡 ({a)) (一 般 地 ,以 (a1,as,…,a,) 代 替 《{ay,a2，,… ,a,))) ,并 
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称 G 是 由 a 生成 的 循环 群 .而 称 a 是 G 的 生成 元 .此 时 G=(a) 中 元 素 的 一 般 构造 是 
4"n€E2Z, 从 而 G= (la) 二 {a"|InEZ) ,显然 , 它 是 一 个 可 换 群 . 

定理 2. 2.2 如 果 G 是 一 个 循环 群 , 则 G 必 有 下 列 形状 : 

DG={ a "ya a earay ea", = {a |n€EZ}, 
其 中 必 一 arem 一 mi 

2)G 一 {eyayasya 用 其 中 心 一 ec, 而 一 必 ,0<st< 一 1P5 一 四 

证 明 C 是 循环 群 , 故 有 G= (a),a€G. 

车 a 的 周期 是 oo, 则 对 任意 整数 n,m, 车 nn 隆 mr, 必 有 a 了 a". 否则 ,车 a" 二 a”", 则 有 
4 “一 aa “一 aa "二 e, 这 与 a 的 周期 是 eo 矛盾 , 便 得 1) 的 情形 . 

车 a 的 周期 是 , 则 {esasa?，,…,a"!') 由 个 不 同 元 素 ( 证 明 !) 组 成 且 关于 乘法 和 
取 北 (例如 a7' 二 a”!,(a')"!=a"') 是 封闭 的 , 即 它 是 含 a 的 子 群 , 故 有 

G= (a)=={e,ara?,…,a" !} 而 得 命题 中 的 2)， 

这 个 命题 说 明 如 果 存在 循环 群 G 的 话 ,那么 G 一 定 是 那 种 样子 ,但 这 完全 不 能 说 
明 循环 群 确实 存在 的 . 下 面 的 例子 说 明 这 两 种 形状 的 循环 群 都 存在 . 

例 2.2.1 (Z, 十 ) 是 无 限 循环 群 ,1, 一 1 都 是 生成 元 . 

例 2.2.2 令 U, 是 1 的 nn 次 根 的 乘法 群 ， 

令 9= 玛 , 则 UU 一 {a 竺 |4=0,1,……n 一 1) 一 (eh) 是 一 个 循环 竹 . 

例 2.2.3 (Zs, 十 ) 是 一 个 阶 循环 群 ,因为 (Z,, 十 ) 有 单位 元 [0],Z, 中 每 个 元 有 
逆 元 , 即 Y [aJ€EZ, 存 在 一 [a]E2Z 使 得 [a] 十 [一 a]=[0]. 

这 样 ,我 们 有 一 个 无 限 循环 群 (Z, 十 ) 和 一 个 阶 循环 群 U.. 

另 一 方面 ,任意 取 一 个 循环 群 G, 则 有 


G={a "va ta tye a dra eee), 
这 时 ,直接 验证 知 
fi: ZG ma” 
是 群 Z 到 群 G 的 一 个 同 构 对 应 ;或 有 G=={e,a,a?，,…,a"-!) ,可 直接 验证 
fi: UG en 一 au， i€{0,1,2,.…,.n—1} 


是 群 U, 到 群 G 的 一 个 同 构 对 应 . 

如 果 把 同 构 的 群 看 成 相同 的 ,总 结 一 下 上 面 的 讨论 就 有 

定理 2.2.3 循环 群 有 且 仅 有 (Z, 十 ) 和 UnEN. 

循环 群 是 一 类 最 简单 的 群 . 对 循环 群 来 说 ,很 多 关于 群 的 基本 问题 都 比较 容易 解 
决 ,例如 ,确定 一 个 给 定 群 的 所 有 子 群 ,这 对 一 般 群 来 说 是 一 个 很 难 解决 的 问题 ,但 对 于 
循环 群 来 说 却 很 容易 解决 . 
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定理 2. 2. 4 循环 群 的 子 群 都 是 循环 群 . 设 G 二 (a) 是 循环 群 . 

(1) 若 G 是 无 限 循环 群 , 则 对 每 个 正 整 数 mx,G 恰 有 一 个 指数 为 m 的 子 群 Go 一 
《a”") ,并且 它们 和 {1) 是 g 的 全 部 子 群 . 

(2) 车 GG 是 n 阶 有 限 循环 群 , 则 对 的 每 个 正 因子 m,G 恰 有 一 个 指数 为 m 的 n/m 
阶 子 群 G。 二 《a") ,并且 它 们 是 G 的 全 部 子 群 . 

证 明 设 太 是 G=(a) 的 子 群 .不 妨 设 态 关 {1), 令 m 是 满足 a"EHH 的 最 小 正 整 
数 , 易 知 对 每 个 整数 n,a"E HSm|n, 于 是 态 = la”) 一 G。, 并 且 当 a 为 无 限 阶 元 素 时 ， 
[G : G。]==m. 这 就 证 明了 (1). 

车 a 是 nn 阶 元 素 , 则 mln( 设 n=mg 十 r,0<rm 一 1,9EZ, 由 a"EH 可 知 a= 
a" ~ 二 (a")E H. 由 m 的 极 小 性 可 知 r=0, 即 m|n), 于 是 n=mg. 从 而 

H=G,={1,a",a™" ,a )}, 


这 是 g=n/m 阶 循环 群 ,从 而 [G : G。]=1G1/1G。|=n/g==m. 这 就 证 明了 (2). 
2. 置换 群 


除了 同 态 基本 定理 ,研究 群 的 另 一 个 重要 手段 是 群 在 集合 上 的 作用 ,或 者 说 成 是 群 
的 置换 表示 , 即 一 个 给 定 群 到 某 个 置换 群 上 的 同 态 . 为 此 ,我 们 在 本 节 介 绍 有 限 集合 上 
置换 群 的 基本 知识 . 

设 $ 是 非 空 集合 ,集合 S 到 自身 的 每 一 个 一 一 对 应 叫做 5S 上 的 一 个 置换 . 以 4(S) 
表示 S 上 全 部 置换 构成 的 集合 . 在 合成 运算 1。g 之 下 ,4(S) 是 群 ,因为 合成 满足 结合 
律 , 两 个 置换 的 乘积 仍 是 集合 上 的 置换 ,1s 是 恒 等 置 换 , 并 且 每 一 个 置换 都 有 逆 ,4(S) 
叫做 S 上 的 对 称 群 , 它 的 每 个 子 群 均 叫 集合 S 上 的 置换 群 . 

设 S 和 5S' 是 两 个 有 限 集 合 ,如 果 |S |==15'|=n, 易 知 A4(S5) 和 A(S') 同 构 , 从 而 可 
以 谈 元 集合 上 的 对 称 群 , 表 示 成 5,, 且 |5,|==n!. 而 5, 的 每 个 子 群 均 叫 元 集合 上 的 
置换 群 . 

我 们 以 (i i2…i,) 表 示 如 下 的 置换 : 

Lig tt 
把 (aza…ir) 叫 做 一 个 长 为 ~ 的 轮换 . 由 此 ,每 个 置换 均 可 写成 一 些 轮 换 的 乘积 ,使 得 不 
同 的 轮换 中 没有 相同 元 素 . 例如 
‘人 
一 (1 5)(2 3 6)(4 7) (8). 
六 

长 为 1 的 置换 常常 略 去 不 写 , 即 上 式 记 为 (1 5) (2 3 6) (4 7). 如 果 不 同 轮换 中 没有 
相同 元 素 , 这 些 轮换 的 次 序 可 任意 改变 . 

例如 ,(1 5)(2 3 6)(4 7) 一 (2 3 6)(1 5)(4 7) 一 (4 7)(1 5)(2 3 6). 
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因此 除 次 序 不 同 外 ,置换 表示 成 没有 共同 数字 的 轮换 之 积 是 唯一 的 . 长 为 2 的 轮换 


叫 对 换 . 
容易 看 到 ,每 个 轮换 可 表 成 一 些 对 换 之 积 . 
例如 Ca) 一 人 六 )G， 六)…( 六 ), 所 以 每 个 置换 总 可 表 成 有 限 个 对 换 之 


积 . 这 种 表达 式 ( 乃 至 对 换 的 个 数 ) 显 然 不 唯一 ,但 是 ,同一 个 对 换 以 多 种 方式 表 成 对 换 
之 积 时 ,其 所 含 对 换个 数 的 奇偶 性 是 不 变 的 . 表 成 奇 ( 偶 ) 数 个 对 换 之 积 的 置换 叫做 奇 
( 偶 ) 置 换 . 

显然 ,两 个 奇 置换 或 偶 置换 之 积 是 偶 置 换 , 一 个 奇 置 换 与 一 个 偶 置 换 之 积 是 奇 置 
换 . 

全 体 偶 置换 构成 的 子 群 叫 做 元 集合 上 的 交错 群 4,. 

易 知 4, 是 5, 的 正规 子 群 ,并 且 [S.: 4.]=2,|A,|=n!/2(n 宇 2). 

定义 2.2.2 只 有 平凡 正规 子 群 的 群 叫做 单 群 . 

素数 阶 群 Z, 是 循环 群 , 它 只 有 平凡 子 群 {1} 和 Z,, 从 而 是 单 群 . 元 素 个 数 大 于 1 的 
群 是 单 群 的 充 要 条 件 是 它 为 素数 阶 ( 循 环 ) 群 . 

定理 2.2.5 当 " 二 5 时 ,交错 群 4, 是 单 群 . 

我 们 要 给 出 的 证 明 是 非常 初等 的 . 首先 需要 两 个 引 理 . 

引 理 2.2.6 当 n 宇 3 时 ,长 为 3 的 轮换 形成 4, 的 一 个 生成 元 系 . 

证 明 设 o 才 1 是 偶 置换 , 则 o 是 偶数 个 对 换 之 积 . 从 而 只 需 证 任意 两 个 对 换 之 积 
可 用 长 为 3 的 轮换 表示 即 可 . 

对 于 r 一 (2 (rs) G 天 jr 天 9). 如 果 ( 芒 一 (rs), 则 r 一 1. 如 果 j=ri 才 5; 则 = (jsi)。 
如 果 i,j,r,s 两 两 不 等 , 则 r= (ris) (Gijr). 

引 理 2.2.7 如 果 N 是 4,(n 三 3) 的 正规 子 群 ,并 且 N 包含 一 个 3- 轮 换 , 则 N = 
i 

证 明 如 果 (rsc)EN, 则 对 每 个 kr ,ssc (rsk)==(rs). 

(ek) Crsc)* ek) Crs)=[L rs) (ck) Jrsco) [rs) (ck) EN. N=A,. 

定理 2. 2. 5 的 证 明 设 (1) 关 NN<4,, 我 们 证 明 N=A4,. 

N 中 必 包 含 一 个 元 素 是 长 为 3 的 轮换 . 事实 上 , 设 1 隆 oEN, 并 且 o 将 (a,…,a,} 
中 尽 可 能 多 的 元 素 保持 不 动 . 我 们 把 "恰好 变动 3 个 a,, 从 而 必 是 长 为 3 的 轮换 . 首先 ， 
5 至 少 变动 3 个 w( 因 为 只 变动 两 个 a; 的 为 对 换 ,而 对 换 是 奇 置换 ,不 属于 4,) ,现在 把 
5 写成 没有 公共 元 素 的 轮换 之 积 ,并 且 把 最 长 的 轮换 写 在 左边 . 车 o 恰好 变动 4 个 a,， 
则 co 一 (aaz)(as ab). 由 于 xz 之 5, 从 而 B= (asasas)E 4 而 

m=PoB =(a as)(ara) EN, 
于 是 
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gn=(asa) (aras)=(aara) EN, 
即 是 长 为 3 的 轮换 . 若 " 至少 变 动 5 个 a, 则 又 分 三 种 情形 考虑 : 
1)o 包含 长 度 之 4 的 轮换 , 即 o 一 (avasasa…)…. 取 P=(asasas)€ 4,, 则 如 二 pop 
三 (qavar…*)"…EN, 而 i 宇 5 时 ,ol(4i)=a1(ai) ,从 而 NN 中 oo-! 至 多 变动 4 个 a,, 这 与 
5 变动 w 个 数 的 极 小 性 矛盾 ; 
2)a 中 轮换 最 大 长 度 为 3, 则 o= (a as aa) (al as…)…, 由 于 o 至 少 变动 5 个 a, 从 
而 “不 是 长 为 3 的 轮换 , 则 至少 变动 6 个 w. 取 p= (er aa a)E4,, 则 
m=Pop'=(aaya) ar as ) "EN, 
而 N 中 置换 wo 至 多 变动 5 个 a,, 这 又 导致 蔬 盾 ; 
3) 设 o 是 一 些 对 换 之 积 :o= (ai as) (as a,)…, 它 至 少 变动 6 个 a. 取 B=(asasal) 
E4, 则 wm=pop 一 (aai)gaiat)EN, 而 ooriCEN) 只 变动 个 ww 矛盾 ; 
综 上 可 知 ,N 中 包含 元 素 是 长 为 3 的 轮换 , 即 知 N 一 4 


Abel 小 传 


阿 贝尔 IN. H, Abel) 是 19 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 。 1802 年 8 月 5 日 Abel 出 生 
于 挪威 ,16 岁 时 ,就 开始 学 习 牛 顿 , 欧 拉 、 拉 格 朗 日 和 高 斯 的 经 典 数学 著作 . 在 他 18 岁 
那 年 ,他 父亲 去 世 ,生活 的 重担 从 此 就 压 在 了 他 的 身上 . Abel 一 边 当 私 部 老 师 , 并 接 一 
些 杂 活 , 一 边 还 继续 做 着 他 的 数学 研究 . 19 岁 时 ,他 解决 了 一 个 让 一 些 著名 数学 家 烦恼 
了 数 百年 的 难题 ,他 证 明了 虽然 一 元 二 次 .三 次 甚至 四 次 方程 都 有 求 根 公式 ,但 是 对 于 
一 般 的 五 次 方程 却 不 存在 这 样 的 求 根 公式 ! 

虽然 Abel 在 近世 代数 的 许多 研究 领域 建立 起 来 之 前 就 早早 地 过 世 了 ,但 是 他 对 于 
五 次 方程 求解 问题 的 解决 为 这 些 研究 领域 做 出 了 基础 性 的 工作 ,此 外 ,他 还 在 椭圆 函数 
论 .椭圆 积分 .Abel 积分 以 及 无 穷 级 数 等 方面 做 出 过 杰出 的 贡献 . 正当 Abel 的 工作 开 
始 受到 应 受到 的 重视 时 ,Abel 染 上 了 肺结核 ,于 1829 年 4 月 6 日 不 幸 逝 世 ,年 仅 27 
岁 . 1872 年 , 若 尔 当 (C. Jordan) 引 入 了 Abel 群 这 一 术语 ,以 纪念 这 位 英 年 早 逝 的 天 才 
数学 家 . 


问题 2. 2 


1. 证 明 : 恰 有 一 个 极 大 子 群 的 阶 群 G 一 定 是 循环 群 . 

2. 设 G=(a) 是 30 阶 的 循环 群 ,定义 gl(n)==a", 则 gp 是 到 G 的 同 态 映 射 .确定 
(1)Kerg; (2) 找 出 与 子 群 {30) 壹 115) 过 {5)<Z 对 应 的 G 的 子 群 . 

3. 证 明 :n 阶 群 G 是 循环 的 全 对 Y dln,G 有 且 仅 有 一 个 d 阶 循环 子 群 . 

4 设 妃 是 群 G 的 子 群 , 且 HH 含 于 G 的 中 心 ,如 果 商 群 G/ 玉 是 循环 群 ,证 明 G 是 
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交换 群 . 

5. 证明: 假如 x 三 3, 那 么 4. 可 由 3- 循 环 (a 6 c) 生 成 . 

6. 证 明 :S, 可 由 一 1 个 对 换 (1 2), (1 3),…, (1 n) 生 成 ,也 可 由 一 1 个 对 换 (1 
2),(2 3),…,(n 一 1 n) 生 成 . 

7. 证 明 : 交 代 群 4, 没有 6 阶 子 群 . 

8. 设 天 ,=({(1),(1.2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)), 求 证 :K,<IS,, 且 SW/K,25;. 

9. 求 对 称 群 5; 的 自 同 构 群 AutS;. 

10. M 是 群 G 的 全 体 子 群 的 集合 ,定义 G- 集 M: 对 Y gEG 和 HEM, 规 定 gXH= 
ghg ,求证 :HE M 是 G 的 正规 子 群 当 且 仅 当 HH 的 对 称 群 Su 一 G. 


$2.3 群 的 重 排 定理 、 正 规 子 群 和 商 群 


本 节 将 给 出 群 的 几 个 重要 性 质 . 

定理 2. 3. 1( 群 的 重 排 定理 ) 设 g 为 群 G 中 任意 确定 元 素 , 则 Gg=Gg=G. 

证 明 因 gEG, 故 g-'EG.Y gEG, 则 5==g 'g,EG, 且 gb=g,;EG( 见 上 节 子 群 
充 要 条 件 ). 但 gb 二 g:EG, 因 此 gG 必 G. 又 Y gg,€E8G; 因 为 gEG,g1EG, 故 ggi€EG, 结 
果 G 二 Cg, 最 后 有 gG==G. 

仿 此 可 证 Gg=G. 

重 排 定理 是 群 的 最 重要 、 最 普遍 的 性 质 . 

对 于 有 限 群 , 设 G= {gi,g2.…g,) ,集合 gG. 只 是 把 元 素 重 新 排列 为 {gg1 ,gg:，… 
8g") ,定理 由 此 得 名 . 

重 排 定理 还 可 以 推广 . 

设 有 群 函 数 /(g,), 其 “数值 ”( 或 表示 的 操作 结果 ) 依 赖 于 群 元 素 , 则 对 于 任意 给 定 
群 元 素 gEG, 有 

fe)=Dfee) 或 fe)= fe) 


对 于 有 限 群 ,为 了 更 清楚 地 显示 群 的 乘法 结构 ,常常 构造 群 表 , 即 群 的 乘法 表 . 构造 
规则 是 , 表 的 第 一 列 排放 乘法 的 第 一 因子 , 表 的 第 一 行 排放 乘法 的 第 二 因子 . 列 与 行 的 
元 素 应 遍及 全 部 群 元 素 . 

例 2.3.1 群 G=(1, 一 1,i, 一 站), 群 运算 为 普通 乘法 , 则 群 表 如 表 2. 1 所 示 . 
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表 2.1 群 表 


例 2.3.2 群 Cw= (C3,C3,G=E;ms ,mwm), 群 运算 为 连续 操作 ,其 中 ,mm。 
分 别 为 等 边 三 角形 绕 过 4 点 、B 点 和 C 点 的 垂 线 转动 180° 的 操作 , 则 群 表 如 表 2. 2 所 示 . 


表 2.2 群 表 
-> 4 
索 
基 mr 
[of ma 
GC my 
m, Cs 
ms (od 
m, m, ms me [ed E 


在 构造 此 表 时 ,我 们 只 应 用 了 群 元 与 群 运算 定义 ,如 mx。* 二 m. 可 以 直观 表示 为 


ma Cj 
4 
mm。 CC 
一 一 > 一 一 > 
B 人 CG B 4 号 
图 2.1 
me: 
4 8 
me 
= 一 > 
B 时 4 
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注意 到 群 表 中 的 每 一 列 或 每 一 行 ;每 个 群 元 素 都 会 在 其 中 出 现 且 只 出 现 一 次 ,只 是 
每 一 列 ( 或 行 ) 的 群 元 顺序 不 同 罢 了 . 在 这 两 个 例子 中 , 群 表 的 对 角 元 素 均 为 单位 元 E. 
在 一 般 构成 群 表 时 ,并 不 要 求 这 一 点 ,只 是 在 以 后 应 用 (如 寻找 正则 表示 ) 中 这 种 特殊 形 
式 的 群 表 (正则 形式 ,或 称 正则 群 表 ) 特 别 方便 . 

定义 2.3.1 设 子 群 H:(h,…,h。)CG, 且 gEG, 则 集合 

gH= (gh gh, , gh) 

称 为 元 素 g 生成 的 子 群 H 的 左 陪 集 , 而 集合 
Hg= (hg,hsg,""* ,hag) 

则 称 为 元 素 g 生成 的 子 群 H 的 右 陪 集 . 

显然 , 陪 集 元 素 的 阶 与 子 群 的 阶 相同 ,但 一 般 来 说 gH 取 Heg. 

陪 集 的 最 重要 性 质 可 由 下 述 陪 集 定理 表示 之 . 

定理 2. 3. 2( 陪 集 定理 ) 同一 子 群 的 两 个 左 ( 或 右 ) 陪 集 ,或 者 元 素 完全 相同 ,或 者 
完全 不 同 (交集 为 空 集 ). 

证 明 车 五 为 群 G 的 子 群 , 且 &i 和 g; 为 群 G 中 任意 给 定 元 素 ,它们 生成 的 两 个 
左 陪 集 分 别 是 guh 和 gsh. 设 两 陪 集 有 一 公共 元 素 : 

Bh = gahy 
(不 要 求 刀 =, 但、hE HH), 则 两 边 都 乘 以 g7'(…)h7!, 得 
gr'gi=hhn EH, 

由 重 排 定理 gz'gyH=H, 亦 即 gsH=gi(g7'gH)=giH. 

换言之 ,两 个 左 陪 集 只 要 有 一 个 公共 元 素 ,就 一 定 是 同一 集合 . 

进一步 有 

定理 2. 3. 3(Lagrange 定理 ) 群 G 必 为 子 群 H 及 其 全 部 不 相同 的 陪 集 的 直 和 , 即 
群 G 的 阶 必 为 子 群 态 的 阶 的 整数 倍 . 

证 明 任 取 gEG, 但 g, 和 村, 则 由 陪 集 定理 

(H=EH,Ezg) ,HNEH= 8. 
继续 取 gEG, 但 g,&HUgiH, 则 陪 集 gy 矿 , 必 有 
gHNH=Y ;gHNgH=8, 
则 gah 应 与 太 或 guh 全 部 重合 ,与 假设 矛盾 . 如 此 继续 作 陪 集 , 因 G 为 有 限 群 ,必然 经 
过 有 限 次 ( 设 为 m 次 ) 后 终结 , 即 
G=HUgHUgHUg,H, 
其 中 每 一 个 左 陪 集 的 元 素 个 数 均 为 . 陪 集 的 个 数 为 m 个 , 故 有 =mk. 
推论 2. 3. 4 素数 阶 群 只 有 平凡 子 群 ( 群 自 身 与 单位 元 ). 
共 轿 类 是 对 群 元 的 另 一 种 分 类 方法 . 共 罗 关 系 是 群 元 之 间 的 等 价 关系 . 集合 W== 
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{4,B,C…} 中 任意 两 元 素 之 间 , 若 满足 下 述 三 个 公设 , 则 称 它们 之 间 具 有 等 价 关系 , 记 
为 ~: 
(1) 自 反 性 (反射 性 ) 4 一 4. 
(2) 对 称 性 若 4 一 下 , 则 B 一 4. 
(3) 传 递 性 若 4 一 B,B~C, 则 4 一 C. 
在 集合 中 互相 等 价 的 元 素 可 归 为 一 类 , 称 为 等 价 类 . 由 于 传递 性 ,不 同等 价 类 的 元 
素 决 不 会 相同 , 即 不 同等 价 类 互 不 相交 . 因此 ,集合 可 分 解 为 互 不 相交 的 等 价 类 的 并 集 . 

定义 2.3.2 对 于 群 G={g1,g:…) 及 Y gy.g:€G, 若 存在 元 素 gE€EG, 满 足 gj= 
8 “gi8， 则 称 元 素 g; 与 g, 共 思 . 

容易 验证 共 思 e 关 系 是 一 种 等 价 关 系 , 即 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 借 此 我 们 可 
以 对 群 进行 共 乞 分 类 , 即 分 解 为 共 却 类 的 并 集 . 

例 2.3.3 对 于 Cu 群 ,(CD-oCi=w, 即 w 一 ce 由 于 (CN 一 一 CiEC, 所 以 又 有 
0 三 (C1) ioCi, 故 o 一 ov 

例 2.3.4 Abel 群 G=( gi,g2… gi,…). 由 于 Y gig, 二 EG, 有 gigj=gjg8,, 因 此 
三 g gig， 即 Abel 群 群 元 只 与 自身 共 轿 ,每 一 个 共 示 类 只 有 1 个 群 元 . 

实际 上 给 定 共 罗 类 中 一 个 元 素 g, 即 可 由 a7 gai(V wEG), 当 w 遍及 全 部 群 元 ,并 
归并 相同 元 素 , 就 可 得 到 g 所 属 的 共 思 类 . 由 1 个 元 素 构 成 的 共 思 e 类 ,相应 元 素 称 为 群 
的 中 心 元 素 . 任意 群 的 单位 元 E 自 成 一 类 . 所 有 中 心 元 素 的 集合 称 为 群 的 中 心 . Abel 群 
的 中 心 即 为 自身 . 

例 2. 3.5 Cv 群 可 分 为 5 个 共 轰 类 : 

(E); (Cs (Cl,C3) (Com (0,,0,). 

其 中 心 应 为 已 ,C; 所 构成 的 集合 . 

一 般 来 说 , 共 恩 类 不 是 很 容易 就 可 得 到 的 . 后 面 要 讲 如 何 得 到 群 的 共 罗 类 . 在 这 里 
仅 介绍 操作 群 (点 群 ) 的 共 轧 类 的 三 个 判别 方法 ,在 实用 中 其 为 有 效 . 

判别 方法 1 不 同 角度 的 旋转 一 般 属于 不 同 的 类 . 如 Cu 中 Ci、C; 就 属于 不 同类 . 

判别 方法 2 ” 绕 某 轴 旋 转 某 一 角度 与 绕 同一 轴 逆 向 旋转 同一 角度 , 当 且 仅 当 群 中 
存在 某 变换 ,使 转轴 反 向 时 ,这 两 个 旋转 属于 同一 类 . 如 在 Cu 群 中 ,C! 与 C}= (CD 三 
C7 .因为 群 中 存在 许多 元 素 mvovvrmv*mav* 均 可 使 转轴 反 向 , 故 在 Ce 中 C! 与 C; 属于 同 
一 类 . 
判别 方法 3 或 绕 两 不 同 轴 旋 转 同一 角度 ,或 相对 两 平面 的 反射 , 当 且 仅 当 群 中 存 
在 变换 ,使 得 其 中 一 个 轴 可 变换 为 男 一 轴 , 或 其 中 一 个 平面 可 变换 为 男 一 平面 时 ,这 两 
个 旋转 属于 同一 类 . 例如 m, 和 m,,o 和 o,, ,在 C4: 群 中 存在 变换 使 XX 轴 变 到 了 轴 , 一 
条 对 角 线 变 到 另 一 条 对 角 线 . 如 元 素 Ci. 
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判别 方法 1 与 判别 方法 2 的 证 明 比 较 简 单 , 我 们 证 明 判别 方法 3: 
证 明 设 操作 41,4:,9EG, 其 中 4a1,a; 分 别 表示 绕 mn 轴 转 动 a 角 ,g 表 示 变换 m 
轴 一 n 轴 . 
如 图 2. 3 所 示 ,a' 二 419,8 二 a2,6b' 二 9a'. 显然 4 二 ara, 同 时 
b=ga'>a'=4 ba =q dha! =—q 102ga. 


由 此 对 比 有 41 一 gq”?4sq ,a1~as. 


图 2.3 


如 果子 群 H 包含 群 G 的 完整 的 共 示 类 , 则 称 为 正规 子 群 或 不 变 子 群 . 也 就 是 说 ， 
YhEHYY XEG, 有 hh=X-'hXEH. 

定义 2.3.3 正规 子 群 是 一 类 特殊 的 重要 子 群 ,其 最 重要 的 性 质 就 是 它 生成 的 所 
有 左 陪 集 与 右 陪 集 相 同 , 即 Y gEG, 有 gH= Hg. 

证 明 由 定义 ,Y hh,hEH,gEG,ghi 一 hg. 当 广 遍及 子 群 全 部 元 素 ,就 得 到 左 陪 
集 gH. 相应 地 ,h, 遍及 五 全 部 元 素 ,应 得 到 右 陪 集 Hg. 否则 设 左 陪 集 与 右 陪 集 不 相 
等 ,各 自 至 少 应 有 一 个 元 素 gh: 隆 hg ,就 用 g 'h'jg, 即 H 未 包含 完整 的 共 罗 类 元 
素 . 对 于 正规 子 群 ,可 以 不 必 区 分 左 、 右 陪 集 . 一 般 说 来 , 陪 集 并 非 群 . 

群 G 本 身 与 单位 元 都 是 平凡 正规 子 群 ;Abel 群 的 任何 子 群 都 是 正规 子 群 . 

为 了 完成 对 群 的 结构 分 解 ,我 们 先 定义 陪 集 乘法 ,以 便 给 出 商 群 的 定义 , 两 陪 集 相 
乘 的 法 则 是 ,两 陪 集 的 所 有 元 素 按 顺序 两 两 相 乘 ,相同 的 元 素 合并 为 一 个 ,所 得 到 的 新 
的 集合 称 为 陪 集 的 乘积 . 

例 2.3.6 对 于 群 Co, 子 群 巨 =(E,Ci) 三 K, 包含 完整 共 轮 类 , 故 是 正规 子 群 . 另 
有 陪 集 
三 CIH= (Ci,Ci), 
xzH = (mrsmy), 

K,=0,H= (0,,0,). 

可 以 验证 “其 他 陪 集 " 均 与 上 述 4 个 陪 集 重 合 ,由 拉 格 朗 日 定理 ,n 二 8,k 二 2,m 二 4， 

已 完成 陪 集 分 解 , 陪 集 相 乘 ,如 
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KsK> (mr mr) (gp»0,)> (mrgp mx0, smM70n m70,) > (C1, C1, COI) 


合并 之 得 
(CC 一 天 
可 以 验证 有 如 表 2. 3 所 示 结 果 。 
表 2.3 

x i FA | K, 四 
元 大 而 K, 
Ks i 可 Ks 
Ri wm 过 K: 
Ks FE 二 2 


定义 2.3.4 车厂 为 群 G 的 正规 子 群 , 则 H 与 其 全 部 不 相同 的 陪 集 ,在 上 述 陪 集 
乘法 定义 下 ,构成 一 个 群 , 称 为 商 群 , 记 如 G/H. 
证 明 单位 元 HH. 设 VY XEG， 
(XHYIH=XH’*=XH, H(XH)=XHX=XH:=XH (Y XE€G). 
道 元 . YV XEG,XH 的 递 元 为 X 1'H. 显然 ,VY XEG, 故 X-'H 亦 在 陪 集 集合 中 . 
XH)(XH)=XXH’:=H. (XH)(X-'IH)=XX-'H’=H. 
封闭 性 .VY X,YEG, 有 (XH)(YH)=XYH*=XYH=ZH,， 
其 中 2Z=XYEG, 集 合 ZH 应 属 所 说 陪 集 集合 . 
结合 律 .VY X,Y,ZEG 
XH* (YH» XH)=(XH)YXYH=XH(OYXIH 
=X(XYIH=(XYIXH= (XH * YH) * XH. 
在 上 例 中 ,集合 天 = (K, 一 万 ,KK:,K,) 就 是 群 C4 与 及 =(E,CG;) 的 商 群 . 
例 2.3.7 群 G={1, 一 1,i, 一 i}， 
正规 子 群 玉 =(1, 一 1} ,KK=(i, 一 i) ,其 商 群 G/H={H,K} 
无 论 对 有 限 群 ,还 是 无 限 群 , 共 罗 类 、 陪 集 、 正 规 子 群 、 商 群 的 概念 依然 是 有 效 的 . 
一 个 群 的 全 部 元 素 有 可 能 通过 群 中 的 几 个 元 素 相 乘 得 到 . 能 够 生成 全 部 元 素 所 需 
的 最 少 群 元 集合 , 称 为 该 群 的 生成 元 . 有 限 群 或 分 立 群 的 生成 元 比较 简单 , 群 元 通过 生 
成 元 有 限 次 相 乘 即 可 得 到 . 对 于 连续 群 就 复杂 多 了 ,一 般 要 生成 元 无 限 次 相 乘 , 才 可 得 
到 全 部 群 元 . 
例 2.3.8 对 于 Ci 群 ,生成 元 可 以 有 如 下 许多 种 选择 : 
(Cl,0,), Cl,0), Cl smz) , (Cismy), 
(Ch,0,), (CY,0,), (Csmy) , (Cism;), 
等 等 . 可 见 生成 元 的 选择 并 非 唯 一 的 ,但 是 任何 选择 ,每 组 生成 元 个 数 均 相同 (本 例 为 2 
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站 
例 2.3.9 群 G={1, 一 1,i, 一 ), 生 成 元 有 两 种 选择 (i),( 一 i). 
例 2.3.10 二 维 旋转 群 {4(9)). 


cos0 一 sin lb 
4(0) 一 


sing ecosg 儿 


其 中 0 为 实 参数 ,其 单位 元 
本 
400=| 。 区 
群 运算 为 普通 矩阵 乘法 . 读者 容易 验证 { 4(9)) 满 足 群 的 四 公理 . 此 时 群 的 生成 元 
Fa —sing cos0) 10 一 1 
X-[ 务 ] cos 0 了 0 |， 
一 般 群 元 可 由 X, 生 成 
4(0) 一 oo 一 BE 二 ON 十 二 0X3 十 … 十 二 六 X; 十 …( 矩 阵 函 数 泰勒 展开 ). 
由 于 


eo 


4(O) 一 [E 十 直 .X3 十 赴 4X4 十 …] 十 [OK 十 二 OPX3 十 而 GX3 十 …] 


Ca 污 
=[E—31E+41E—"]+[X0—37X+ 3X —*…] 


pier 瑟 和 WS 
| 


一 Ecos 0+ Xosin 0 
cos D 0 | 0 一 sin 0 
0 cos0l lsinb 0 sing cos0l. 
定理 2.3.5 设 G 是 一 个 群 ,7 是 G 中 的 一 个 同 余 关 系 , 则 等 价 类 天 一 o 是 G 的 一 
个 正规 子 群 , 且 对 VY aEG,ag=aK 一 Kai 反 之 , 若 开 是 G 的 一 个 正规 子 群 , 今 定义 G 中 
的 关系 7 为 有, 等 价 , 则 7 是 一 个 同 余 关系 , 且 由 这 个 同 余 关 系 确定 的 等 价 类 ay 一 cK 一 
Ka. 
证 明 定理 的 前 半 部 分 已 如 上 所 述 .下面 证 明定 理 的 后 半 部 分 . 设 aya' ,070 , 则 存 
在 和 ,ks€EK, 使 a' 一 ah,b 二 恕 ,于 是 a'b' 二 (ak,) (bk,). 但 KK 是 正规 子 群 , 故 5K 二 Kb. 


yd cos0 一 sin0 
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从 而 对 和 bE Kb, 存 在 hEKK, 使 有 b=bks. 

于 是 a'b' = (ak1) (bks) 二 a (kb)ks 二 a(bks)ks 二 ab(ksk), 故 a'b1yab. 从 而 了 是 一 个 
同 余 关系 . 对 这 个 同 余 关 系 ， 

an= {blb=ak,kE K}={ak|kEK}=Ak=Ka. 

设 K<G, 则 对 Y a€G, 左 、 右 陪 集 aK ,Ka 是 相同 的 ,以 后 我 们 统称 为 陪 集 . 

车 K<G,7 为 KK; 等 价 ,于 是 得 到 群 {(G/7,*), 记 作 G/KK, 并 称 为 G 关于 正规 子 群 
大 的 商 群 . 这 样 ,G/K 中 的 元 素 是 陪 集 aK (二 Ka) ,乘法 规则 是 (aK)(bK)= (ab)K,K 
二 eK 是 G/K 的 恒 等 元 ,(aK)"'=a'K. 

最 后 我 们 再 给 出 判断 一 个 子 群 妃 是 否 为 正规 子 群 的 判别 准则 . 

定理 2.3.6 对 G 的 子 群 有 H,H<GO 对 Y aEG, 有 

a'Ha= {a halh€EH}EH. 

证 明 过 因为 及 <IG, 故 对 Y aEG, 有 aH=Ha. 设 a-YhaEa71Ha, 则 hEH, 从 而 
heE Ha=aH. 故 存在 hE€H 使 ha=ah, 从 而 a-'ha=hEH, 故 a-'HaSH. 

夺 设 ahEaH, 则 hEH, 从 而 (a-')-h(a-!)E 腥 , 故 存在 hEH 使 aha-!=h, 故 
ah=ha€E Ha, 从 而 aHSHa, 又 a-'haEa-'HaSH, 从 而 存在 hE 日 ,使 a-'ha=h,， 
故 ha==ahsEaH ,从 而 HaSaH. 

综 上 所 述 Ha=aH. 

定理 2.3.7 令 p 是 群 G 到 群 H 的 同 态 , 则 有 : 

1) Imgp 是 群 的 子 群 ; 

2) Kergp 是 群 G 的 正规 子 群 . 

证 明 1) 任 取 刀 ,hE1Imgp= {glg),gEG), 则 依 集 Img 的 定义 , 必 有 gi,g:EG, 使 
得 

hi=Hg1) ,hs=p(g2). 

这 时 
hhs=Hg) Pg) = 82) EImg, 
hr'=Hg) 一 9STD)EIm9， 

即 集 Inp 是 互 的 子 群 . 

2) 任 取 giygsEKerg 一 (8gEGl8CE) 一 <) , 则 

Hg1 82)—=Hg1 Hg:)=ee=e, 
Si )=Hg1) "=e '=e, 
Hagia )=Ha) Ag) Ha ')=Ha)eg(a) '=e, 
即 得 Kerp 是 群 G 的 正规 子 群 . 
定理 2. 3. 8( 群 的 第 一 同 态 定理 ) 1) 若 群 H 是 群 G 的 正规 子 群 , 则 


“36 群 的 结构 与 对 称 性 


p:G>G/H 
sr>gH 
是 群 G 到 其 商 群 G/H 的 满 同 态 ; 

2) 设 是 群 C 到 群 G=Imy 的 满 同 态 ,而 H=Kerg, 则 G/HS2G. 

证 明 1)p:G~G/H ={aHla€EG}),g 一 > gH.y 是 一 个 满 射 ; 

另 一 方面 

Pla) XH(b)=aH XbH=abH ,gab)=abH, 
即 p 保 持 运 算 : 
Fab)=p(a) Xb), 
故 ? 是 G 到 商 群 G/HH 的 同 态 . 
2) 令 甩 =Kerp,H 是 G 的 正规 子 群 , 商 群 G/H ={gH,g€EG), 令 
0:G/H 一 5， 
gH pg). 

验证 0 是 集 G/H 到 忆 的 一 个 映射 :车 gH=g'H,gsg'EG, 必 有 lg)=qlg'), 即 
& 的 象 与 gH 的 代表 元 素 g 的 选择 无 关 . 由 于 g' E gH, 故 存在 hEH,g' 二 gh, 这 样 

¥g')=pgh)=pg) ph)=g)e=p(8). 

再 证 9 是 单 的 , 即 要 证 : 若 ylg1) 二 9《g2), 则 gyH=gsH. 由 于 

gi'g:)—=Hg81 Vg:)=H81) Ag:)=Hg1) Ha)=e, 
故 gi'gs€ Kergp 一 HH ,而 有 gs€ gH, 即 gsH=giH. 

最 后 由 于 p 是 满 射 ,Imp= {gl(g),gEG)== 世 ,而 由 0 之 定义 知 Im0 也 等 于 (pg(g),g 
EG), 故 0 是 满 射 . 

至 此 证 得 9 是 G/H 到 局 上 的 一 一 对 应 , 且 9 保持 运算 : 

OgH * geH)=0(g\gH)=¥g18:)=HAg Hg:)=0(8H) * OgiH). 

群 G 的 同 态 像 C 可 设想 为 群 G 的 一 个 “粗略 "的 模型 :忽略 了 G 中 某 些 元 素 间 的 差 
异 而 又 维持 G 中 的 运算 关系 . 上述 定 理 说 , 群 G 的 所 有 可 能 的 “粗略 ”模型 就 是 群 G 的 
那些 商 群 . 

保持 运算 的 同 态 映 射 当然 把 群 C 中 所 有 运算 关系 ( 指 涉及 元 素 和 运算 的 所 有 等 
式 ) 都 传递 给 G 的 同 态 像 G, 所 以 避 保 持 着 G 中 的 某 些 结构 . 例如 , 若 G 是 交换 群 , 则 已 
也 是 ; 若 在 G 中 的 所 有 元 素 的 阶 都 小 于 nn, 则 在 局 中 所 有 元 素 的 阶 也 都 小 于 n. 反 过 来 
当然 不 对 ,有 时 5 交换 ,而 G 是 非 交 换 . 下 面 定理 说 明子 群 与 它 商 群 的 子 群 之 间 的 关 
系 . 

定理 2. 3. 9( 群 的 第 二 同 态 定 理 ) 设 ” 是 群 G 到 群 上 上 的 满 同 态 ,H 二 Kerg 令 
L(G, 卫 )=={G 中 所 有 包含 H 的 子 群 ),Z(O) 一 (G 中 所 有 子 群 片 则 
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0: L(G,H)> L(G) 
S95)= {75),s€ES}=5 
是 集 工 (G, 妃 到 集 工 (G) 上 的 一 个 一 一 对 应 , 且 有 
(1) ST 当 且 仅 当 x4S) 宇 (7T); 
(2) S 是 G 的 正规 子 群 当 且 仅 当 gLS) 是 局 的 正规 子 群 ; 
(3) 当 S 是 G 的 正规 子 群 时 ,有 G/SS2CV/8(S). 


问题 2.3 


1. 利 用 8 1.4 给 出 的 三 判 据 , 对 Cyv 和 Cu 的 群 元 进行 共 胞 分 类 . 

2. 对 Cs 群 相应 子 群 (E,m.) 完 成 陪 集 分 解 . 五 = CE,m。) 是 正规 子 群 吗 ? 

3.Cx 的 子 群 妃 = ( 尼 ,Ci,C3) 是 正规 于 群 吗 ? 求 其 商 群 K=Cs/H. 

4. 试 由 生成 元 Ci,ov 生成 群 Cw 所 有 的 群 元 . 

5. 试 证 相位 因子 集合 e”, 其 中 0 为 实 参数 ,相对 于 普通 复数 乘法 ,构成 一 连续 群 . 
请 找 出 该 群 的 生成 元 ,并 说 明 全 部 群 元 如 何 生 成 . 

6. 验证 矩阵 集合 在 矩阵 乘法 下 构成 群 , 给 出 相应 群 表 ,找到 此 群 的 一 个 正规 子 群 ， 
并 据 此 求 商 群 . 

7. 设 G 为 群 ,G' 二 HG, 证 明 :H<IG. 

8.G 为 如 下 集合 : 

(RA A 


让 一 

验证 G 对 和 矩阵 乘法 成 群 , 且 GD., 其 中 D, 为 二 面体 群 . 

9. 设 Q 是 有 理 数 加 群 ,Z 是 整数 加 群 ,证 明 : 

(1) 对 于 Q 的 一 个 非 零 数 k,q> hq 是 Q 到 Q 的 自 同 构 ; 

(2)Q 没有 有 限 指数 的 真子 群 ,由 此 Q/Z 没有 有 限 指数 的 真子 群 

(3)Q 没有 极 大 子 群 . 

10. 设 G 是 交换 群 ,上 且 |G| 一 户 … 思 ,其 中 轧 ,…, 因 是 两 两 不 同 的 素数 ,证 明 G 是 循 
环 群 . 

11. 设 有 是 G 的 真子 群 ,证 明 GzgHg 

12. 设 矿 是 群 G 的 子 群 , 记 M={HglgEG} 和 TCM) 是 M 上 全 体 变 换 在 合成 下 
形成 的 群 (此 时 记 变 换 的 作用 在 右边 ). 对 Y TEG, 定 义 : 

广 :M--M,Hgr Hgr, 
求证 :1) 对 Y a,pECG, 大 是 M 上 的 一 个 变换 , 且 大 太一 7 
2) 如 果 定 义 8:G-=TCM) ,ar 大, 那么 9 是 群 同 态 , 且 Kerg= Ng FE， 
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$2.4 群 的 置换 表示 理论 初步 


我 们 说 过 同 态 是 研究 群 之 间 关 系 的 基本 手段 . 为 了 研究 一 个 群 G, 自 然 希望 有 一 些 
理想 的 “样板 ” 群 作为 标准 ,然后 通过 研究 G 到 样板 群 的 各 种 同 态 来 把 握 G 的 特性 . 理 
想 的 样板 群 有 两 类 ,一 类 是 置换 群 , 另 一 类 是 矩阵 群 . 一 个 群 G 到 置换 群 的 同 态 叫 G 的 
置换 表示 ,而 到 和 矩阵 群 的 同 态 叫 线性 表示 . 

研究 群 的 线性 表示 是 群 论 的 一 个 美妙 的 分 支 , 即 通常 所 谓 群 表示 理论 , 它 在 物理 、 
化 学 力学 等 许多 方面 都 得 到 重要 应 用 . 

本 节 的 目的 是 介绍 群 的 置换 表示 理论 的 一 些 基本 知识 . 

定义 2.4.1 设 卫 是 一 个 集合 ,S(3) 是 荆 上 的 对 称 群 , 群 G 到 S(3) 的 每 个 同 态 
了 :GS(3) 都 叫做 群 G 在 集合 三 上 的 一 个 置换 表示 . 

如 果 了 是 单 同 态 , 则 称 了 是 忠实 表示 . 

这 时 ,对 于 G 中 不 同 的 元 素 g,/(g) 是 瑟 上 不 同 的 置换 . 群 G 借助 于 置换 表示 三 作 
用 在 集合 之 上 ,也 就 是 说 ,元 素 gEG 在 集合 上 的 作用 看 成 是 置换 f(g), 对 于 每 个 
a€ 2, 定义 ga=f(g)a. 

设 *:G-~S(3) 是 一 个 置换 表示 . 在 三 上 定义 如 下 的 关系 :对 于 a,bE Za 一 0 把 有 上 
EG, 使 得 ge 一 4. 这 是 一 个 等 价 关 系 , 因 为 

(1)r(lc) 是 三 的 便 等 置换 ,从 而 对 每 个 acE 3,16* a=a, 即 a~a; 

(2) 如 果 a~b, 则 有 gEG 使 得 ga=5, 于 是 g-'b=a, 即 b~a; 

(3) 若 a~b,b~c, 则 ga==b,hb=c, 其 中 g,hEG, 于 是 (hg)a 二 c, 即 a~c. ( 简 言 之 ， 
一 是 等 价 关系 ,因为 G 是 群 ) 

定义 2. 4. 2 对 上 述 等 价 关系 ,中 元 素 a 所 在 的 等 价 类 [a] 二 Ga 二 {galgEG) 每 
个 等 价 类 叫 一 个 G- 轨 道 ,或 简称 轨道 . 

于 是 三 分 拆 成 一 些 轨道 ,在 同一 轨道 中 ,可 以 通过 某 个 gEG 的 作用 将 其 一 个 元 变 
为 另 一 个 元 ,而 不 同 轨道 中 的 两 个 元 不 可 以 这 样 做 . 

定义 2.4.3 如 果 G 在 三 上 的 作用 只 有 一 个 轨道 , 则 称 G 在 三 上 是 传递 的 

如 果 将 G 看 成 它 在 某 一 个 G- 轨 道上 的 作用 , 则 G 显然 是 传递 的 . 

例 2.4.1 设 G 是 群 , 取 5=G 作 如 下 映射 :f : G 一 S(G),f(g)a=ga， 

对 每 个 ga€ G. 也 就 是 说 ,对 于 gE€G,f(g) 是 集合 G 上 如 下 的 置换 : 它 将 G 的 每 
个 元 素 a 变 成 ga( 由 群 G 上 的 消去 律 可 知 f(g) 是 G 上 的 置换 ). 由 于 

Felg)a=f (0) f(g a) = f(g) (ga)=gg'a=f(gg' a, 
从 而 f(g)f(g')=f(gg'), 即 f:G 一 5S(G) 是 群 的 同 态 . 
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定义 2.4.4 了 是 群 G 在 集合 G 上 的 一 个 置换 表示 ,这 叫做 群 G 的 左 正则 表示 . 由 
于 gE€EKerfSga==asY a€EGOg 一 16. 于 是 7 了 为 单 同 态 , 即 左 正则 表示 是 忠实 的 . 类 似 
地 定义 : 

tT:G>S(G),r(g)=ag™!, 
r(g)r(g' J)a=r(g)ag' '=ag''g !=a(gg') '=r(gg')a, 
可 知 + 也 是 一 个 群 同 态 . 表示 * 叫 做 G 的 右 正则 表示 , 它 也 是 忠实 的 . 

定理 2. 4. 1(Cayley 定理 ) ”每 个 群 均 同 构 于 某 个 置换 群 . 

证 明 由 于 正则 表示 /或 者 r):G-~S(G) 是 忠实 的 ,根据 同 态 基本 定理 ,G 同 构 于 
7(G) ,而 FTCG) 是 集合 G 上 对 称 群 S(G) 的 子 群 ,从 而 /(G) 是 集合 G 上 的 置换 群 . 

这 个 定理 充分 显示 出 置换 群 可 以 作为 一 切 群 的 样板 群 .但 是 一 般 来 讲 ,集合 G 太 
大 ,我 们 希望 能 给 出 群 G 在 较 小 集合 三 上 的 置换 表示 ,因为 一 般 来 说 ,一 | 了 | 愈 小 ， 
S(3) 一 S， 的 子 群 愈 容易 研究 . 

例 2.4.2 设 H<G. 取 3={aHla€EG), 即 是 G 对 于 HH 的 全 部 陪 集 aH 构成 的 
集合 ,定义 fn: GS(3),fu(g)(4h) 二 gaH, 即 对 每 个 gE€G,fu(g) 把 陪 集 aH 变 成 
gaH ,这 是 集合 上 的 置换 ,并 且 大 是 群 的 同 态 , 从 而 万 给 出 的 一 个 G 置换 表示 , 叫 
做 G 对 于 HH 的 左 诱导 表示 . 由 于 

gEKerfu SgaH=aH'Y aEGOa ga€E H'Y a€EG 
SgEaHa YacGe5E 人 laHa 
从 而 Kerjr 一 02Ee 一 一刀 的 所 有 共 绒 子 群 的 交 . 
类 似 可 定义 G 对 于 子 群 H 的 右 诱导 表示 : 
5={Hala€G}, rh:G*S(5), rn(g)(Ha)=Hag™. 

Kerrw 也 是 H 的 所 有 共 二 子 群 的 交 . 

例 2.4.3 设 4 是 群 G 的 任意 子 集 ,2={aha '|la€EG), 定 义 

riG >S(E) ,rn(g)(aAa ')=ga Aa lg '=(ga)A(ga)!, 

这 是 一 个 置换 表示 ,叫做 群 G 对 于 子 集 4 的 共 二 表示 . 由 于 

gEKerrtgaAa !'g '=aAa™!, 
V aEGHa ga€ No(A)3Y aE GSOgEaNc(A)a ',Y a€G. 
从 而 Kern 二 们 aNcl 4)a 为 正规 化 子 Ne(4) 的 所 有 共 思 子 群 的 交 . 

定义 2.4.5 设 群 G 作 用 于 集合 三 之 上 , 则 对 每 个 元 素 a€ 3,G. 二 {gE€Glga=a} 
是 G 的 一 个 子 群 ,叫做 元 素 a 的 固定 子 群 - 

定理 2.4.2 设 有 限 群 G 作 用 于 集合 上 a€3, 则 |G|=|G,||[a]jl. 

证 明 作 G 对 子 群 G. 的 陪 集 分 解 
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G=gGsU giG. UUg.G.,n=[G: G.] 

令 gia==aiv1<i<n, 对 每 个 gEG, 则 有 唯一 i(1<i<<n) 使 得 gE€giG,, 令 g 二 gh,h 

EG,, 则 ga 二 gi:ha 二 ai. 但 是 

a=aSga=gadg ‘ga=ag; ‘gE GHgG,=gG.H1=j, 
从 而 a,as,… sa 互 异 ,[a]= {a1,as，…,a,) 是 元 的 集合 , 即 |[a]|=n=[G : G,]= 
IGl/1G.,l. 

注意 :(1) 当 G 是 无 限 群 时 ,如 果 [G : G,J 有 限 , 则 |[a]|=[G : G,] 也 是 正确 的 . 

(2) 利 用 例 2. 4. 3 的 共 堪 表示 和 定理 2. 4. 2, 我 们 重新 得 到 前 面 所 证 的 : 设 4 为 群 
G 的 子 集 , 则 4 的 共 二 子 集 个 数 等 于 [G : NeCA)]. 

例 2.4.4 正 ” 边 形 的 对 称 群 (3). 

设 正 ” 边 形 的 顶点 依次 为 1,2,…,n, 通 过 平面 上 欧 氏 运动 和 反 转 将 正 n 边 形变 成 
自身 的 每 个 运动 叫做 该 正 m 边 形 的 一 个 对 称 . 全 体 这 种 对 称 自然 形成 一 个 群 ,叫做 正 n 
边 形 的 对 称 群 , 记 成 D, 

DD, 中 的 元 素 显然 是 正 n 边 形 ,2 个 顶点 的 一 个 置换 ,并 且 它 由 这 个 置换 完全 决定 ， 
所 以 我 们 可 以 把 D, 看 成 是 个 顶点 {1,2,…,n} 上 的 置换 群 . 首先 , 绕 正 n 边 形 中 心 0 
反 时 针 旋 转 2x/n 角度 是 D, 中 的 元 素 , 它 看 成 顶点 置换 则 为 "= (1 2 3 …n) ,这 是 二 阶 
元 过 

由 于 oA(1)=iT1(0<i<n 一 1), 所 以 D, 在 人 1,2,…,n)} 上 的 作用 是 传递 的 . 其 次 ， 
将 顶点 1 固定 的 对 称 一 共有 两 个 ,除了 恒 等 置 换 之 外 还 有 将 顶点 1 保持 不 动 的 反射 , 若 
2 整除 ” 则 

t=(2.n) (3.n—1)%(n/2,n/2+2); 
车 2 不 整除 , 则 5 
r 一 (2,z)(3,m 一 1)…(Ca 十 1)/2,Cz 十 3)/2). 
从 而 顶点 1 的 固定 子 群 是 2 阶 的 . 根据 轨道 公式 便 知 | D,| 二 2n. 

注意 r 是 2 阶 的 元 素 .or(0<i<n 一 1,0<j<1) 是 2n 个 不 同 的 对 称 ,它们 给 出 群 
D, 的 全 部 元 素 . 这 个 群 的 运算 法 则 由 "=', 世 =1 和 ro 一 orir 完全 决定 . 

引 理 2.4.3 设 G 是 2n 阶 群 ,2 不 整除 n, 则 G 必 有 指数 为 2 的 正规 子 群 . 

证 明 考虑 G 的 左 正则 表示 /: G 一 S(G)=S:, 由 于 了 是 忠实 表示 ,GE2JG), 因 
此 只 须 对 置换 群 /(G) 证 明 引 理 . 注意 群 G 中 必 有 2 阶 元 素 g,g 关 1,g*=1, 由 于 f(g)a 
天 a,f(g)*a==asY aEG, 和 置换 f(g) 是 一 些 对 换 (a,f(g)a) 之 积 .G 共有 2n 个 元 素 ,从 
而 f(g) 是 nn 个 对 换 之 积 . 由 假设 是 奇数 ,f(g) 为 奇 置换 .我们 证 明了 群 1(G) 中 含有 
奇 置 换 ,从 而 f(G) 中 的 偶 置换 成 了 f(G) 的 指数 为 2 的 子 群 ,指数 为 2 的 子 群 必 是 正规 
的 . 
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定理 2.4.4 G 为 有 限 群 ,1G| 宇 6 且 1G| 志 2(mod4), 则 G 不 是 单 群 

引 理 2.4.5 设 G 为 有 限 群 , 户 是 1G| 的 最 小 素 因子 ,如 果 N<G,[G : NJ]=p, 则 
NN 是 G 的 正规 子 群 . 

证 明 考虑 G 对 于 子 群 的 诱导 表示 : 

f:G SKerf= Ma Ne<N， 

从 而 p= 二 1G1/IN| 除 尽 |G1/|Kerfw|. 由 于 疡 不 整除 p!==15,|, 而 G/Kerfw 同 构 
于 Se 的 一 个 子 群 ,因此 p? 除 不 尽 |G/Kerfy|. 

另 一 方面 , 1G/Kerfw| 没 有 比 户 大 的 素 因 子 , 由 对 p 的 假设 它 也 没有 比 p 小 的 素 
因子 ,从 而 IG/Kerfwx|=p, 但 是 [G : N]=p 且 Kerfy<N, 因 此 N=Kerfw, 于 是 NN 是 
G 的 正规 子 群 . 


问题 2. 4 


1. 设 G 作 用 在 集合 上 ,Y apE3, 若 存在 5EGC 使 得 ga 一 0 则 G. 一 8 Gog. 换 句 
话说 ,同一 轨道 中 元 素 的 固定 子 群 彼此 共 因 . 

2. 求 正四 面体 \ 正 立方 体 、 正 八 面体 、 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 的 对 称 群 各 有 多 少 
元 素 ? 这 五 个 对 称 群 当中 是 否 有 同 构 的 ? 

3. 设 群 G 在 集合 三 上 的 作用 是 传递 的 ,N 是 G 的 正规 子 群 , 则 三 在 N 作用 下 的 每 
个 轨道 有 同样 多 的 元 素 . 

4. 设 群 G 作用 在 集合 三 上 . 令 上 表示 卫 在 G 作用 下 的 轨道 个 数 ,对 任意 g&ECG， 
7g) 表 示 卫 在 & 作用 下 的 不 动 点 个 数 . 试 证 : /ls) =t|G|. 


这 就 是 说 ,G 的 每 个 元 素 在 上 作用 平均 使 + 个 文字 不 动 . 

5. 设 是 一 个 素数 ,G 是 pp 的 方 里 阶 的 群 . 试 证 :G 的 非 正 规 子 群 的 个 数 一 定 是 
的 倍数 . 

6. 令 G 是 单 群 ,如 果 存在 G 的 真子 群 H 使 得 1G : HI<4, 则 |G|<3. 

7, 试 证 :全 线性 群 GL(n,C) 不 含有 指数 有 限 的 真子 群 . 

8. 令 G 是 阶 数 为 2"m 的 群 ,其 中 m 是 奇数 .如 果 G 含有 一 个 2" 阶 的 元 素 , 则 G 含 
有 一 个 指数 为 2" 的 正规 子 群 . 

9. 设 a 是 有 限 群 G 的 一 个 自 同 构 .车 对 任意 gE€G,g 和 alg) 共 思 , 则 a 的 阶 的 每 
个 素 因 子 都 是 1G| 的 因子 . 

10. 设 记 是 |G| 的 最 小 素 因子 ,p 阶 子 群 4 是 G 的 正规 子 群 , 则 4<C(G). 

11. 证 明 : 阶 为 不 小 于 7! 的 有 限 单 群 没有 指数 为 7 的 子 群 . 

12. 证 明 : 群 G 双 传递 地 作用 在 集 X 上 僵 G 传递 的 作用 在 X 一 {zx} ,rEG. 
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13. 证 明 : 对 群 G 中 任意 的 元 素 g,x,Co(gxg ') 二 gCe(z)g-' 成 立 . 
14. 设 G 为 有 限 群 ,求证 :|((a,5)EGXGlab=ba}|=r1G|, 其 中 7 为 G 的 共 罗 类 
的 个 数 . 


Galois 小 传 


伽 罗 瓦 (Galois) ,法 国 数学 家 ,1811 年 10 月 25 日 生 于 巴黎 近郊 布 拉 伦 . Galois 幼 
年 受到 良好 的 家 庭 教育 ,12 岁 进入 巴黎 一 所 公立 中 学 ,1827 年 开始 自学 勒 让 德 . 拉 格 朗 
日 、 高 斯 和 柯 西 等 大 师 的 经 典 著作 和 论文 . 18 岁 时 ,他 完成 了 一 篇 代数 方程 理论 方面 的 
重要 论文 ,并 递交 给 了 法 国 科 学 院 请 求 发 表 . 论文 交 由 柯 西 审阅 , 柯 西 给 予 了 肯定 ,但 随 
后 就 石沉大海 . 以 后 他 投 到 巴黎 科学 院 的 论文 又 有 两 次 被 遗失 或 退回 . 在 1828 年 至 
1830 年 ,他 得 到 了 后 来 被 称 为 “Galois 理论 ”的 重要 结论 . 

1830 年 Galois 进入 巴黎 高 等 师范 学 校 学 习 , 由 于 参加 政治 斗争 ,公开 反对 国王 制 
度 , 被 学 校 除 名 ,并 两 次 人 狱 . 1832 年 5 月 30 日 ,Galois 由 于 政治 和 爱情 的 纠葛 在 决斗 
中 被 人 射 中 ,第 二 天 就 不 幸 去 世 , 死 时 还 不 满 21 岁 . 在 Galois 之 前 ,数学 家 们 已 经 找到 
了 一 至 四 次 代数 方程 的 求 根 公式 ,而 用 根 式 求解 一 般 的 五 次 方程 是 不 可 能 的 这 一 结论 
直到 1824 年 Abel 才 给 出 了 一 个 基本 正确 的 证 明 . Galois 并 不 知道 Abel 的 工作 ,他 深 
人 研究 了 方程 能 用 根 式 求解 的 必须 满足 的 本 质 条 件 ,建立 了 方程 与 由 方程 的 根 所 定义 
的 扩 域 以 及 根 的 “容许 "置换 组 成 的 群 之 间 的 关系 . 他 得 到 了 代数 方程 能 用 根 式 解 的 充 
要 条 件 是 它 所 对 应 的 群 可 解 , 由 此 ,他 认识 到 五 次 及 五 次 以 上 的 方程 需要 用 完全 不 同 于 
低 次 方程 的 方法 . 他 提出 的 “Galois 域 "“Galois 群 " 和 “Galois 理论 "是 近世 代数 所 研究 
的 重要 课题 . 

Galois 的 工作 成 果 是 19 世纪 数学 中 最 杰出 的 成 就 之 一 . Galois 理论 是 代数 学 发 展 
中 的 一 个 里 程 碑 . Galois 之 前 ,代数 学 研究 的 中 心 问题 是 代数 方程 的 求 根 问题 ,而 
Galois 之 后 ,代数 学 的 中 心 问题 渐渐 转移 到 研究 群 、 环 、 域 等 代数 系统 的 结构 与 分 类 , 步 
入 了 近世 代数 的 阶段 . 

Galois 生前 并 未 获得 应 有 的 荣誉 . 在 决斗 前 夕 , 他 给 好 友 写 了 封 信 ,请 求 把 他 的 论 
文公 诸 于 世 , 但 并 没有 引起 人 们 的 注意 . 直到 1846 年 ,他 的 附 有 刘 维 尔 注 释 的 手稿 才 在 
《纯粹 和 应 用 数学 杂志 》 上 发 表 . 1870 年 ,法 国 数学 家 若 尔 当 在 其 著作 《置换 和 代数 方程 
论 ) 中 对 Galois 理论 作 了 长 篇 论述 . 从 此 ,Galois 的 工作 才 被 完全 理解 ,同时 也 确立 了 
他 在 数学 史上 的 地 位 . 
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$ 2.5 有 限 群 的 Sylow 定理 


拉 格 朗 日 定理 指出 : 若 有 限 群 G 的 阶 数 是 ”, 则 G 的 每 个 子 群 的 阶 都 是 ”的 因子 . 
反 过 来 ,对 于 的 每 个 因子 4,G 未 必 有 d 阶 子 群 .例如 我 们 已 知 60 阶 群 A; 是 单 群 , 它 
没有 30 阶 子 群 ,因为 这 样 的 子 群 一 定 是 正规 的 . 但 是 下 一 定理 表明 ,对 于 1G| 的 特殊 的 
因子 4,G 必 有 d 阶 子 群 . 在 本 定理 以 及 以 后 许多 结果 的 证 明 中 ,我 们 不 断 使 用 群 在 集 
合 上 的 作用 这 一 有 效 工 具 . 

定理 2.5.1 设 p'||1G1, 其 中 为 素数 ,以 N (nw) 表示 G 中 双 阶 子 群 的 个 数 , 则 
NN(p') 志 Llmodp). 特别 地 ,如 果 p"|1G1, 则 G 至 少 存在 一 个 p" 阶 子 群 . 

证 明 令 |G|=p'n, 以 表示 G 的 全 部 pr" 元 子 集 组 成 的 集 族 , 则 |3|=C% ,考虑 
G 在 上 的 如 下 作用 

f 1:G>S(5),f(gIM=Mg-',Y gEG,MES. 

三 分 拆 成 一 些 轨道 7 之 并 了 = UiT 13 一 马 17 ,Ti|=|1G: 4|, 其 中 41=g€E 

G1Mig™' 王 Mi} 是 轨道 7 中 任 一 元 素 M; 的 固定 子 群 ,由 于 Mi4,=Mi,M; 可 以 分 拆 成 


M = Uggue M1<j<k,k= 1M,|/A l=p"/1a4il. 

于 是 |4,|=p"%,r<r, 如 果 x<r, 则 |T|=[G: 4,]=np”" 二 0(modpn). 车 r=， 
则 |Ti|=n. 于 是 C=13|= 久 |Ti| 三 31riwo|T,|=n=n3lz,1(modpn). 

现在 计算 >) 1, 即 长 为 n 的 轨道 ,的 个 数 ,注意 


| 
于 是 p" 阶 子 群 B=giAig7' 与 Mi=&4 在 同一 轨道 T, 之 中 ,并 且 若 XET,, 则 Xe 一 
MM 二 Bigi,X==Bigig 所 以 轨道 Ti 中 闫 个 元 素 即 是 G 对 于 yp" 阶 子 群 B; 的 个 陪 集 . 
注意 这 个 陪 集中 除 B, 外 其 余 陪 集 不 包含 1, 从 而 不 会 是 子 群 . 这 表明 ,G 的 每 个 p" 阶 
子 群 均 恰好 在 一 个 长 为 n 的 轨道 之 中 ,于 是 之 1 = N(p), 从 而 Cr 二 nN (p") 


(modpn). 这 个 同 余 式 对 任意 p'n 阶 群 G 均 成 立 ,特别 是 G 为 循环 群 , 则 它 只 有 一 个 六 
子 群 , 代 人 上 式 C 久 二 na(modpn). 于 是 三 nN(p”) (modpn), 从 而 N(p) 二 1(modp). 

定义 2.5.1 设 G 为 pn 阶 群 ,其 中 轧 为 素数 ,r 三 1,p 不 整除 n, 则 G 的 每 个 p" 阶 
子 群 均 叫 做 G 的 Sylowp- 子 群 . 

定理 2. 5. 2(Sylow 定理 ) 设 G 为 有 限 群 , 则 

(1) 对 1G| 的 每 个 素 因 子 p, 均 存在 G 的 Sylowp- 子 群 ; 

(2)G 的 Sylowp- 子 群 彼此 共 二 ; 
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(3)G 的 Sylowp- 子 群 的 个 数 三 1 (modp); 

(4) 设 PP 为 G 的 一 个 Sylowp- 子 群 , 则 Sylowp- 子 群 的 个 数 为 [G : No(P)]. 

证 明 (1) 和 (3) 由 定理 2. 5.1 直接 推出 ,由 (2) 容 易 得 到 (4), 从 而 只 需 证 (2). 令 
是 G 的 所 有 Sylowp- 子 群 构成 的 集合 ,将 G 共 堪 作用 于 其 上 . 令 A 是 一 个 G- 轨 道 . 取 忆 
E53, 再 将 P 共 二 作用 于 A 上 .入 分 拆 成 一 些 P- 轨 道 ,每 个 P- 轨 道 的 长 度 是 |P|=p' 的 
因子 . 

如 PEA, 并 且 P' 自 身 组 成 一 个 P- 轨 道 , 即 Xp'z'=P',Y xzEP, 则 P<N6(P')， 
从 而 PP'<G, 但 是 |P P'|=|1P1IP'|/I1PNP'| 仍 为 P 的 军 , 且 P<PP', 由 于 PP 和 P' 
均 是 Sylowp- 子 群 . 故 必 P'=PP'=P. 这 就 表明 当 PE 人 A 时 ,A 中 长 为 1 的 轨道 只 有 
{P), 从 而 |4A| 三 1(modp). 当 PEA 时 ,4 没有 长 为 1 的 轨道 ,从 而 |A| 志 0(modp). 

这 两 种 情形 不 可 能 同时 发 生 ,所 以 只 能 是 所 有 Sylowp- 子 群 均 在 和 A 中 , 即 3=A4, 换 
名 话说 ,G 在 瑟 上 的 共 二 作用 是 传递 的 , 即 G 的 所 有 Sylowp- 子 群 彼此 共 示 . 

推论 2. 5.3 设 素数 p 是 |G| 的 因子 , 则 群 G 的 每 个 户 方 赛 阶 的 子 群 B 均 包含 在 
G 的 某 个 Sylowp- 子 群 内 . 

证 明 仍 以 表示 G 的 全 部 Sylowp- 子 群 , 则 |3| 三 1(modp). 将 B 共 示 作 用 在 
上 ,每 个 B- 轨 道 的 长 度 是 |B| 的 因子 ,从 而 为 p 的 方 短 , 由 |5| 三 1(modp) 可 知 必 有 长 
为 1 的 B- 轨 道 {P). 与 证 明定 理 2 的 (2) 一 样 可 由 此 推出 BP=P, 于 是 8B<P, 即 B 包 含 
在 Sylowp- 子 群 P 内 . 

推论 2.5.4 设 已 是 G 的 Sylowp- 子 群 ,4<G, 且 Ne(P)<A, 则 Ne(4)=4， 

证 明 设 gENec(4), 则 & :4g=4, 从 而 g&-Pgssg -4g=4, 由 于 P<No(4) 近 
A<G, 则 P 了 为 4 的 Sylowp- 子 群 ,又 g 'Pg 志 4,1P|=|g-'Pg|, 知 gn'Pg 也 是 4 的 
Sylowp- 子 群 ,存在 a€ A, 使 得 a-'(g-'Pg)a=P, 即 ga€ No(P) 壹 A, 于 是 g€4. 

推论 2.5.5 《〈 弗 拉 梯 尼 (Fratini)) M 是 G 的 正规 子 群 ,P 为 M 的 Sylowp- 子 
群 , 则 G=MNe(P). 

证 明 对 于 VgEG,g -Psg 和 8g- Mg=AM. 由 定理 2.7.2 知 存在 kE M, 使 得 
kr'(g PSg)A 一 已 , 即 gkE Ne(P), 从 而 g= (gk) IE Ne(PYM=MNe(P). 

例 2.5.1 148 阶 群 不 是 单 群 . 

证 明 取 p=37|148, 则 NN(37) 三 1(mod37), 从 而 NN(37) 二 371 十 1, 由 于 148 阶 群 
G 的 全 部 Sylowp- 子 群 形成 一 个 共 堪 类 ,其 总 数 应当 是 1G|==148 的 因子 , 即 N(37) 一 
37! 十 11148. 于 是 371 十 114, 这 只 能 1 二 0, 即 N(37) 二 1, 因 此 G 只 有 一 个 37 阶 子 群 必 
然 是 正规 子 群 ,G 不 是 单 群 . 

例 2.5.2 56 阶 群 G 不 是 单 群 . 

证 明 与 前 例 一 样 ,N(7)==7n 十 1156, 从 而 7n 十 118, 于 是 N(7)=1 或 8. 如 果 
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N(7)=1, 则 7 阶 Sylow- 子 群 是 正规 的 ,如 果 N(7) 一 8, 令 PP,Ps 是 G 的 8 个 不 
同 的 7 阶 子 群 ,它们 中 的 任意 两 个 只 有 公共 元 素 lc, 合 起 来 共 占 了 7X8 一 7 一 49 个 元 
素 ,余下 56 一 49 一 7 个 元 素 加 上 lc 必然 形成 G 的 8 阶 Sylowp- 子 群 ,从 而 G 的 
Sylowp- 子 群 只 有 一 个 , 必 为 正规 子 群 ,G 不 是 单 群 . 

定理 2.5.6 设 户 和 9 是 两 个 素数 , 则 pg 阶 群 G 不 是 单 群 . 

证 明 若 p=g,p? 阶 群 G 是 Abel 群 ,由 定理 1 知 它 有 p 阶 子 群 ,Abel 群 的 子 群 都 
是 正规 的 ,所 以 G 不 是 单 群 . 

如 果 沁 关 g, 不 妨 设 >qg,N(p) 一 二 十 11g, 而 4 一 记 , 只 能 ,一 0.G 只 有 一 个 
Sylowp- 子 群 , 它 是 正规 子 群 ,于 是 G 不 是 单 群 . 

定理 2.5.7 设 p 和 g 是 素数 , 则 pg 阶 群 G 不 是 单 群 . 

证 明 车 p=g, 已 证 过 阶 群 G 必 有 非 平凡 的 中 心 C(G), 且 CC(G) 有 p 阶 子 群 
入 ,显然 N 是 G 的 正规 子 群 ,因此 G 不 是 单 群 . 

如 果 p>q, 则 和 N(p”)=np 十 11g,q<p, 于 是 n=0.G 有 正规 的 p?* 阶 Sylow 子 群 ,G 
不 是 单 群 . 

最 后 设 p<g, 则 N(g)==ng 十 11p*. 如 果 N(g) 二 1, 则 G 有 正规 g 阶 子 群 ,G 不 是 单 
群 . 由 于 p<q,N(g) 不 能 为 p. 最 后 若 N(g)= 户 , 即 G 有 pr 个 gq 阶 子 群 ,它们 共 占 据 G 
的 万 (9 一 1) 十 1 个 元 素 ,余下 产 一 1 个 元 素 和 lc 便 构成 G 的 唯一 的 p: 阶 Sylow 子 群 
了 P,P 是 G 的 正规 子 群 ,所 以 G 也 不 是 单 群 . 

定理 2. 5.8 非 Abel 单 群 的 最 小 阶 数 是 60, 且 它 必 同 构 于 A。. 

证 明 到 目前 为 止 我 们 已 证 明了 下 列 诸 结 果 : 

p"(n 宇 2,p 为 素数 ) 阶 群 有 非 平凡 中 心 , 因 此 不 是 单 群 ; 

pq,p'q(p 和 9 为 素数 ) 阶 群 均 不 是 单 群 ; 

2m(m 为 奇数 ,mm 三 3) 阶 群 不 是 单 群 . 

在 59 之 内 除了 上 述 情形 后 只 剩 下 1G|=24,36,40,48,56. 例 2. 5. 2 表明 56 阶 群 
不 单 ;40 阶 群 有 唯一 的 Sylowp- 子 群 ,也 不 是 单 群 . 

设 IG|=48=3X2', 易 知 G 的 Sylow2- 子 群 的 个 数 为 1 或 3, 若 N(16)=1, 则 G 不 
单 ; 若 N(16)=3, 令 Pi,P;,P; 为 G 的 3 个 Sylow2- 子 群 ,G 在 {P,P;,P;} 上 的 共 思 作 
用 给 出 同 态 :G5;. 令 N=Kerf, 则 NN 是 G 的 正规 子 群 .由 于 |G|=48 二 |5;|=6， 
从 而 N 取 {1). 又 由 于 P,P;,P; 彼此 共 堪 ,N 隆 GL, 于 是 N 是 G 的 非 平凡 正规 子 群 , 因 
此 48 价 群 不 单 .类 似 地 可 证 24 阶 群 不 单 . 

设 1G1=36 一 2*X3?, 则 G 的 Sylow3- 子 群 的 个 数 为 1 或 4, 若 N(9) 一 1, 则 G 不 单 . 
车 N(9)==4, 则 GG 在 Sylow3- 子 群 {Pi,P;,P,,P,} 的 集合 上 的 共 示 作用 给 出 同 态 f : G 
一 S4. 由 上 面 的 方法 断定 G 有 非 平凡 正规 子 群 ,G 不 是 单 群 . 
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最 后 考虑 |G|==60, 已 证 过 4; 为 单 群 ,现在 我 们 证 明 60 阶 单 群 G 必然 同 构 于 A;. 
首先 证 明 G 有 指数 为 5 即 12 阶 的 子 群 . 

为 此 , 令 己 是 G 的 一 个 4 阶 Sylow 子 群 ,NC4)=[G : Ne(P)], 由 G 为 单 群 可 知 
入 (4) 关 1, 上 面 的 方法 同样 给 出 N(4) 天 3, 从 而 4 委 |NeCP)| 一 15. 

由 于 4||NeCP)1160, 如 果 |No《P)| 关 12, 则 必然 INe(P)|=4,G 有 15 个 Sylow2- 
子 群 . 如 果 它们 两 两 只 有 公共 元 素 16, 则 它们 共 占 去 G 的 15X331==46 个 元 素 ,由 于 G 
为 单 群 ,G 的 Sylow5- 子 群 至 少 有 6 个 ,它们 有 6X4 十 1 一 25 个 元 素 , 上 述 所 有 子 群 的 任 
意 两 个 均 只 有 公共 元 素 lc, 从 而 总 共有 46 十 25 一 1 一 70 个 元 素 , 但 |G|=60, 这 一 矛盾 
表明 必 有 两 个 不 同 的 Sylow2- 子 群 已 和 已 存在 ,使 得 忆 门 已 =K 天 11). 由 于 已 和 已 都 
是 Abel 群 ,(P,P') 是 Ce(CK) 的 子 群 .因为 已 关 已 ,P 和 P' 生 成 的 群 (P,P') 的 阶 大 于 4， 
于 是 4<|Ce(K)|<15. 

但 41|Ce(K)1160, 只 能 I|Ce(K)|=12, 因 此 G 必 有 12 阶 子 群 . 

设 N 为 G 的 12 阶 子 群 ,G 对 于 NN 的 诱导 表示 产生 同 态 /:G->5;, 由 于 /是 单 同 
态 ,G 同 构 于 5; 的 一 个 60 阶 子 群 M,M 是 5 的 非 平凡 正规 子 群 ,M 必然 为 A; ,这 就 完 
成 了 定理 的 证 明 . 


Sylow 小 传 


西 罗 (P.L. Sylow) ,挪威 数学 家 ,1832 年 12 月 12 日 生 于 挪威 克 里 斯 带 安 尼 亚 ( 现 
称 奥斯陆 ). 1850 年 在 克里斯蒂 安 尼 亚 教会 学 校 毕业 ,后 进入 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 学 
习 , 曾 获得 数学 竞赛 金牌 . 

1855 年 ,Sylow 成 为 一 名 中 学 教师 . 尽管 教书 的 职业 花费 了 他 大 量 的 时 间 , 但 
Sylow 还 是 挤 出 时 间 来 研究 Abel 的 论文 . 在 1862 一 1863 学 年 中 Sylow 得 到 了 克 里 斯 
蒂 安 尼 亚 大 学 的 临时 职位 ,为 学 生 讲授 Gaiois 理论 和 置换 群 . 在 他 当年 的 学 生 中 ,有 一 
位 后 来 成 为 著名 数学 家 、 李 代数 和 李 群 的 创始 人 一 一 李 (S. Lie). 从 1873 年 至 1881 年 ， 
Sylow 同 Lie 合作 ,编辑 出 版 了 Abel 著作 的 新 版 本 . 1902 年 又 与 别人 合作 出 版 了 Abel 
的 通信 集 . Sylow 最 重要 的 成 就 一 一 Sylow 定理 是 他 在 1872 年 获得 的 . 在 得 知 了 Sylow 
的 结果 后 , 若 尔 当 称 它 是 “置换 群 论 中 最 基本 的 结论 之 一 ”. 这 些 定理 以 后 成 为 研究 群 论 
特别 是 有 限 群 论 的 重要 工具 . Sylow 对 于 椭圆 函数 论 也 有 贡献 . 1898 年 他 从 中 学 退休 
后 , 任 克 里 斯 蒂 安 尼 亚 大 学 教授 ,直至 1918 年 9 月 7 日 去 世 . 


问题 2.5 


1. 车 是 |G| 的 素 因 子 , 则 群 G 必 有 阶 元 素 . 
2. 设 G 是 一 个 n 阶 群 ,p 是 的 一 个 素 因子 , 试 证 ;方程 z?==1 在 群 G 中 解 的 个 数 
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是 p 的 倍数 . 

3, 证 明 :6 阶 非 交 换 群 只 有 5;. 

4. 试 证 :200 阶 群 G 一 定 含有 一 个 正规 的 Sylow 子 群 . 

5. 确定 S, 的 不 同 的 Sylow 子 群 的 个 数 . 

6. 确定 S, 的 自 同 构 群 AutS,. 

7. 设 N 是 有 限 群 G 的 一 个 正规 子 群 ,如 果 p 和 |G/N| 互 素 , 则 和 N 包含 G 的 所 有 
Sylowp- 子 群 . 

8. 设 N 是 有 限 群 G 的 正规 子 群 ,P 是 G 的 一 个 Sylowp- 子 群 , 试 证 : 

(DNNP 是 NN 的 Sylowp- 子 群 ; 

(2)PN/N 是 G/N 的 Sylowp- 子 群 ; 

(3)Ne(PIN/NEQNo PN/N). 

9. 令 P,P,,…,Px 是 有 限 群 G 的 全 部 Sylowp- 子 群 ,如 果 V i 隆 j, 总 有 [P,:P, 站 
P,]>p", 则 N=1(modp"). 

10. 令 G 是 集合 三 上 的 置换 群 ,已 是 G 的 Sylowp- 子 群 ,a€ 353, 如果 p” 整除 |Ga|， 
则 p”" 整除 |Pal. 

11. 令 G 是 集合 上 的 置换 群 .Y acEY, 设 己 是 固定 子 群 G. 的 Sylowp- 子 群 ,A 是 
轨道 Ga 在 尸 作用 下 的 全 部 不 动 点 的 集合 . 试 证 NeCP) 在 A 上 的 作用 是 传递 的 . 

12. 设 G 为 有 限 群 , H,K <G,G= HK,PE Sylow, (G). 求证 :存在 UE 
Sylow,(H),VESylow,(K) 使 得 P=UV. 

13. 设 G 为 有 限 群 ,证 明 : 若 PESylow,(G), 则 Ne(N6(P))=N6(P). 


$2.6 有 限 交 换 群 的 结构 


本 节 我 们 将 看 到 非常 漂亮 完整 的 有 限 交换 群 的 结构 定理 ,由 此 我 们 将 具体 地 理解 
什么 是 群 的 结构 理论 . 

本 节 中 G 表示 Abel 群 , 群 的 运算 记 作 加 法 “十 ”, 简 称 G 为 加 群 . 

在 加 群 G 中 我 们 已 经 知道 ng (gEG,nEZ) 的 意义 .我 们 可 以 把 它 解释 成 ZXG 到 
G 的 一 个 运算 ，, 即 规定 nw， g 二 ng. 这 个 运算 。 显然 满足 下 列 性 质 : 对 Y g ,hEG,nsm 
GEZ, 有 

Dn (g+h)=n* gtne hs; 

Dntm)" g=n* gtme" gs 


3 nm) » g=n* me" g)s 
4)1° g=g. 
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这 样 ,加 群 C 就 变 成 一 个 与 数 域 R 上 向 量 空间 V 相 类 似 的 对 象 了 ,只 不 过 在 向 量 
空间 V 中 谈论 线性 和 时 其 系数 取 自 数 域 下 ,而 对 加 群 G 而 言 ;线性 和 mg 十 … 十 mig 
系数 只 能 取 自 整数 环 Z. 

把 加 群 C 和 向 量 空间 Y 进行 类 比 是 很 有 好 处 的 ,例如 向 量 空间 V 的 基本 概念 ,两 
个 向 量 等 价 的 概念 等 都 可 以 平移 到 加 群 G 上 来 . 

设 子 集 已 一 人 六 }SG ,规定 

ZH={m ht h| mnEZ,1I<i<s } 
有 Z* 有 =(H), 即 Z* HH 就 是 玉生 成 的 子 群 . 且 当 石 ={g1,…,g,) 是 G 的 生成 元 时 ， 
G=Z* H=Z* g++Z gr 

下 面 的 概念 在 结构 理论 中 起 重要 作用 . 

定义 2.6.1 设 G 是 加 群 ,而 Hi,1<i<s 是 G 的 子 群 ,如 果 

1DG= 卫 十 … 十 HH,, 即 每 一 个 g 可 表示 成 加 十 … 十 h,,h€E Hs 

2) 上 面 的 表示 方法 是 唯一 的 , 即 对 Y gEG, 由 

二 有 十 十 有三 有 1 十 十 h， 
其 中 ,hi EH 一定 有 h=h i=1,2,*** 5 
则 称 G 是 子 群 ,…,H, 的 (内 ) 直 和 , 记 为 G=HI@H; 加 … 四 HH,, 也 称 G 可 以 分 解 成 
媚 ，… 妃 ,的 直 和 . 

显然 , 群 的 直 和 与 向 量 空间 的 直 和 是 很 类 似 的 概念 . 

下 面 是 一 些 经 常用 到 的 事实 ; 

引 理 2.6.1 在 加 群 G 中， 

1) 若 元 素 & 的 阶 为 5, 而 (s,t) 二 1, 则 tg 的 阶 亦 为 5, 且 (g)= (tg); 

2) 若 元 素 g 的 阶 为 ,而 (s; 和 ==d, 则 tg 的 阶 为 /di 

3) 车 gi 十 … 十 gm 二 0 且 gi 的 阶 s; 两 两 互 素 , 则 每 个 吕 一 0. 

证 明 1)s(ig)=t(sg)=t0=0, 若 Y k(tg)=0, 有 slkt 又 (s,t)=1, 有 sik, 所 以 ig 
的 阶 亦 为 s. 

显然 (tg) 三 (g), 由 (s,t)=1, 存 在 u,vEZ, 使 得 su 十 tv==1, 则 

g=1lg= (suttv)g=u(sg)+v(tg)=v(tg), 
说 明 g 可 以 由 tg 表示 , 即 (g) 刁 (tg), 所 以 (tg)=(g); 

2) 证 略 ; 

3) 对 m 用 归纳 法 ,不 妨 设 w 二 1, 则 sg 十 … 十 smgm-1 二 0, 对 任意 1<i<<m 一 1, 由 
《sms5) 三 1 和 1) 知 smgi 的 阶 也 是 si. 故 由 归纳 假设 知 sg 二 0, 又 由 (sm,s,) 二 1 知 g;=0， 
即 :一 &: 一 … 一 &n-I 一 0, 从 而 也 有 g- 一 0. 

定理 2. 6.2 设 G 是 有 限 加 群 ,1G|=n 二 pp3:…p”, 其 中 p; 是 不 同 素数 . 则 
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DG 二 HI@H:; 四 … 外 H,, 其 中 H; 是 p- 群 ,i=1,… ,ts 
2) 着 G= 所 图 … 田 H.=H' 田 … 田 H',, 其 中 Hi,H'i 是 pr- 群 i= 二 1,…,t, 则 对 
VY 计 有 H,=H'. 
证 明 1) 对 Y 1<i<t, 令 ==pr,ri 二 n/m,Hi= {gE€EGlg 的 阶 是 p; 的 守 ) ,那么 
五 ,二 {gEGlmg 一 0), 则 HH; 是 G 的 子 群 .从 而 得 
Hit+H;t**+H,={h t+ th Ih EE Hi=1,"t} 
是 G 的 子 群 ,Y gEG, 注 意 到 ,rs，…,r, 的 最 大 公 因 子 是 1, 由 高 等 代数 知 ,存在 整数 
Wi ols 使 得 芒 wr=1, 则 8g 二 (2;wri)g== 太 wr, 由 G 的 阶 为 n 知 ng 二 0, 故 
Mm (Wrig)=u (rmg)=u (ng)=0,urg€E Hsi=1,2,,t, 
故 gE€HHi 十 HH: 十 … 十 Hi. 于 是 G=Hi 十 … 十 H,, 由 定义 知 五, 是 户 - 群 . 
易 知 定义 2. 8. 1 中 的 2) 等 价 于 ;车 如 十 … 十 hh, 二 0, 这 里 hEH,, 则 必 有 如 二 0,i= 
1,2，,…,t. 而 这 是 成 立 的 ,又 因为 h 的 阶 为 p, 的 者 ,而 它们 是 两 两 互 索 的 , 故 
G6=H,®BH:® “OH,. 
以 上 命题 把 有 限 加 群 的 研究 归结 为 对 有 限 p- 加 群 的 研究 . 
设 G 为 加 群 且 1G|=n=p",p 是 素数 ,我 们 想 更 精细 地 分 解 它 .如果 G= (g) = 二 Zg 
是 循环 群 , 则 G 不 能 再 分 解 ,因为 车 
G=ZgDZg:, |Zgi|=p™, |Zg:|=p"™:, 
其 中 避 寺 ms<m, 则 p"G 一 0, 这 与 & 的 阶 是 p" 相 蔬 盾 .这样 从 直 和 的 角度 来 看 ,循环 
思 - 群 是 最 基本 的 构件 了 , 它 相 当 于 向 量 空间 中 的 一 维 子 空间 . 因而 最 好 的 结果 将 是 把 
-加 群 G 表 成 循环 群 的 直 和 . 
假设 我 人 有 G 一 Ze 四 … 四 Zg, ,我们 想 知道 {gy，…,g4} 这 个 G 的 生成 元 集 在 G 的 
所 有 生成 元 集中 有 一 些 什么 特殊 的 地 位 和 性 质 , 从 而 能 使 我 们 利用 它 把 这 个 特殊 的 生 
成 元 集 找 出 来 . 与 向 量 空间 的 基 相 比较 ,容易 想到 这 将 是 元 数 最 小 的 生成 元 集 , 另 一 点 
将 想到 的 是 &; 的 阶 p" 组 成 的 集合 {p"，,…，,p"} 该 有 点 什么 “极端 "的 性 质 . 
定义 2.6.2 设 {g1,… ,gt}, {hu,…, 及 } 是 G 的 两 个 元 素 个 数 相 等 的 生成 元 集 ,其 
相应 的 阶 集 依次 为 
人 
如 果 珈 十 … 十 ms<4 十 … 十 4 我 们 就 说 生成 元 集 {&i,…,g} 小 于 生成 元 集 { 广 ， 
“hs). 
定理 2.6.3 G 为 有 限 p- 加 群 ,1G|==p”", 则 有 
DG=Za® … 四 Zgi 
2) 若 G 一 Z&; … 四 Zg:= Zh …@@Zh,, 则 必 有 k=s, 且 适当 重 排 脚 标 后 有 Ze 


QZhisi=1," ,kk 
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证 明 1) 显 然 G 有 有 限 生成 元 集 ,因而 有 元 素 个 数 最 小 ( 设 为 ) 的 生成 元 集 , 在 这 
些 元 素 个 数 最 小 的 生成 元 集中 , 必 有 一 按 上 面 规定 的 大 小 关系 是 极 小 的 生成 元 集 , 任 取 
其 中 一 个 , 记 作 {g,,… ,gr) ,其 相应 阶 集 为 {p",…,p*). 对 生成 元 集 而 言 , 显 然 有 G = 
Zait "+ Lg. 

下 面 证 G= Zg1 旬 … 外 Zg4. 用 反 证 法 ,车 不 然 , 则 有 (不 妨 设 为 三 项 )i<j<i,ligi 十 
248 十 48 一 0, 它 们 都 不 等 于 0, 若 4 不 被 p 整除 ,此 时 1; 和 gi 的 阶 互 素 , 则 有 

ligi=—Lg,—lgn Leg,=Z(g) ELg+ Lg 
上 式 中 第 一 个 等 号 的 根据 是 引 理 2. 8. 1, 这 时 从 元 数 最 小 的 生成 元 集 {g,,… ,gs} 中 去 掉 
元 素 8 后 仍 是 生成 元 集 ,这 是 不 可 能 的 . 故 不 妨 设 0,0 都 被 p 整除 , 设 (,4,4) = 
Pl, 其 中 记 与 /1 互 案 ,s 宇 1, 则 1) 可 改写 成 户 (migi 十 mgjy 十 mgi) = 二 0,msymsm, 中 必 有 
一 个 不 被 p 整除 ,不 妨 设 为 mj, 这 时 由 引 理 2. 8. 1 知 ,wmg, 和 gj 的 阶 相等 ,都 是 pii. 考 
察 集合 

M= {gi 8 -18 =mig t+ mgt mg gr gr) 

重复 上 面 的 讨论 可 知 ,M 是 G 的 生成 元 集 ,其 元 素 个 数 为 k, 仍 是 最 小 元 素 个 数 者 . 
另 一 方面 ,p'mgj 二 Lgj 了 0, 因 而 p'<p”, 但 prg/ =0,gi' 的 阶 和 p', 这 样 按 上 面 规 定 的 
次 序 , 应 有 {gy，,… ,gi) 大 于 M, 但 这 与 我 们 对 (g,,… ,gs} 的 选择 是 蔬 盾 的 . 

2) 设 Za 国 … 四 Zpg4 二 Zh 四 … 四 Zh,. 对 & 的 个 数 和 上 作 归纳 法 . 当 k=1 时 ,由 于 p- 
循环 群 不 能 再 分 解 , 故 ;=1 且 Zg1 各 Zh 和 2G. 

设 k>1, 且 不 妨 设 所 有 g; 中 g 的 阶 最 大 , 记 gi 的 阶 为 p", 知 所 有 hh 的 阶 中 的 最 
大 数 也 是 如 ,否则 用 前 面 证 明 p- 循 环 群 不 可 分 解 的 方法 可 得 出 矛盾 . 

下 面 写 出 元 素 gs 用 元 素 hh 表示 的 表达 式 :g4 二 4 有 十 … 十 1h 不 妨 设 有 ,hh ，*…， 
hh 是 有 中 所 有 阶 为 加 的 元 素 , 则 它们 在 上 式 中 的 系数 44,t 二 j,j 十 1,…,s, 不 能 都 被 包 
整除 ,否则 & 的 阶 将 小 于 p”". 不 妨 设 (4,,p)==1, 这 时 使 用 上 面 用 过 的 方法 ,可 以 证 明 

G=Zh® OZh,- ,DZg,. 
另 一 方面 ,我 们 有 
G=Zg8:® … 由 Zg -中 Ze 
考察 商 群 
G/Z8.278.® … 四 Zgt 天 Dj 人 … 四 Zh 
利用 归纳 法 假设 , 便 得 4 一 1 一 * 一 1, 并 且 适 当 调整 脚 码 后 ,有 
Zg&i22Zh si=1,2,. ,kh—1. 

另 一 方面 ,gs 和 太一 入 同 为 阶 为 p” 的 元 素 ,当然 也 有 Zgs 呈 Zhs ,得 证 . 

上 述 两 个 定理 说 明 , 任 意 给 定 的 有 限 加 群 必 是 阶 为 素数 筹 的 循环 群 的 直 和 . 应 该 看 
一 下 间 题 的 另 一 面 , 即 存在 性 问题 :是 否 存 在 有 限 加 群 , 它 是 循环 群 的 直 和 . 比如 说 ,3 
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个 2 阶 循环 群 和 7 个 5 阶 循环 群 的 直 和 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 引入 
定义 2. 6. 3( 外 直 积 的 定义 ) 设 群 Gi,i 二 1,…,n, 令 集合 
G=G,XG:X XG,, 
而 规定 集 G 中 的 一 个 二 元 运算 如 下 :对 gi,hEGi,i 二 1,… sn, 规定 (gi ,g,) * (hi， 
hh 二 (gh,… ,gnh,), 这 里 gshs 是 群 G; 中 的 乘积 . 直接 验证 (G,。) 是 一 个 群 , 称 之 
为 群 G1,…,G, 的 (外 ) 直 积 , 记 作 
G=GOGO…OG, 
特别 , 当 所 有 G, 是 交换 群 时 ,G 也 是 交换 群 . 这 时 我 们 常 把 G 写成 G=Gi 四 G, 四 
…@G,, 而 称 之 为 加 群 C, 的 (外 ) 直 和 . 
这 时 G 的 运算 用 加 法 写成 
gir rg) (hse hs) = (gi 二 hse gh ) 


Gi={(0,.°°,0,g8110,.0",0) |g,EG), 
则 G, 是 G 的 子 群 ,G'22G,, 且 有 G 是 其 子 群 G(i=1,…,n) 的 (内 ) 直 和 .在 这 个 意义 上 
内 直 和 . 外 直 和 是 互通 的 ,虽然 内 直 和 概念 是 属于 结构 理论 的 ,而 外 直 和 是 属于 构造 理 
论 的 . 
上 面 的 讨论 肯定 地 回答 了 刚才 所 提出 的 关于 有 限 加 群 的 存在 问题 . 总 结 以 上 我 们 
有 下 面 这 个 漂亮 的 结果 . 
定理 2. 6.4( 有 限 交换 群 结构 定理 ) 有 限 加 群 G 可 唯一 地 分 解 为 素数 寡 循 环 群 的 
直 和 , 即 设 1G| 二 pp… pm,pi 是 不 同 素数 , 则 
DG 一 Ch 由 … 申 Gu 由 G… 四 G 田 …@G。 ,其 中 Gi 是 pr 阶 循环 群 . 
2) 自 然 数 集 (pr，… ,pr pr，… pr”) 由 群 G 唯一 确定 
这 是 一 个 很 值得 欣赏 的 结构 定理 . 可 以 和 算术 基本 定理 相 比 . 那里 表示 任意 整数 的 
基本 构件 是 “素数 ”, 构 造 方法 是 乘积”, 而 这 里 则 是 :表示 任意 有 限 加 群 的 基本 构件 是 
“素数 竺 阶 的 循环 群 ”, 构 造 方法 是 “ 直 和 ”. 在 整数 论 中 ,自然 数 n 的 分 解 是 
n= pprr pr 
则 在 交换 群 论 中 ,有 限 加 群 G 的 阶 |1G1=n 的 分 解 是 : 
IG|=n= pr pr pra pre,. 


问题 2.6 
1. 设 韭 ,,H',,H; 是 G 的 子 群 .如 果 G 是 妃 委 ; 的 内 直 积 ,也 是 H', 各 ;的 内 
直 积 . 求证 :有 群 同 构 本 , 宇 H'. 试 举 反例 说 明 , 通 常 H, 取 H'i. 
2. 设 群 G 是 循环 子 群 (a1),…, (a.) 的 内 直 积 . 如 果 每 个 a; 的 周期 m; 都 是 正 整数 ， 
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且 mi ,ms，… ,ms 两 两 互 素 . 证明 G 是 循环 群 . 
3. 设 G 是 群 ,Hi, 太 ;;…,H, 是 G 的 子 群 ,如 果 满 足 : 
DG=Hi,H:*…H,; 
DV hish'iE Hisi=1,2.%ns 有 Ch hs) Ch ssh) = hh ) ee hh ) 
3) 如 果 g 二 ggs"…*g 二 g 828s 其 中 gisg! EHivi==1,…,n( 此 时 称 g, 是 g 在 
五 ; 中 的 分 量 ) 
那么 称 G 是 子 群 Hi, 矿 ;,… ,HH, 的 内 直 积 .求证 :如 果 G 是 子 群 及 ,HH,,…,H, 的 
内 直 积 , 那 么 
(DD 对 VY hEH, 和 加 EH, 车 i 取 放 则 hh 二 hhss 
(2)H, 是 G 的 正规 子 群 
(03) 车主 ,iaw……*is 是 1,… on 的 一 个 排列 , 则 G 也 是 厅 ; ,… ,Hi 的 内 直 积 ; 
(4) 定 义 gq:G>H, gh 
并 称 是 G 在 HH, 上 的 投影 , 则 投影 8 是 群 的 满 同 态 , 且 
Keg=H1* Hy Hen H,. 
向 设 群 G 是 子 群 Hi,H;,…,H, 的 内 直 积 , 记 
K=H,OH,© OH, 
是 群 i,H;,…,H, 的 外 直 积 . 令 yp:K 一 G,g 一 > gi(g, 是 g 在 H, 上 的 分 量 ), 求 证 :p 是 
群 同 构 对 应 . 


8$2.7 有 限 群 分 类 初步 


代数 学 的 基本 问题 之 一 就 是 决定 某 些 公理 定义 的 代数 系统 究竟 有 多 少 个 互 不 同 构 
的 类 型 , 即 所 谓 同 构 分 类 问题 .对 于 很 多 代数 系统 来 说 ,这 个 问题 已 经 解决 . 例如 线性 代 
数 中 的 向 量 空 间 , 任 意 维 向 量 空间 V.(F) 都 同 构 于 F". 这 实际 上 就 是 域 上 有 限 向 量 
性 空间 的 同 构 分 类 定理 . 它 告诉 我 们 ,从 同 构 的 意义 上 来 说 ,任意 域 上 给 定 维 向 量 空 
间 只 有 一 个 F". 

我 们 又 有 ,给 定 正 整数 ,任意 两 个 阶 循环 群 彼此 同 构 , 即 从 同 构 的 意义 上 来 说 ， 
4 阶 循环 群 只 有 一 个 , 那 就 是 Z.. 这 就 是 有 限 循环 群 的 分 类 定理 . 

这 样 的 例子 还 有 许多 ,基于 同样 的 想法 ,Cayley 在 给 出 了 有 限 群 的 定义 后 ,于 1878 
年 明确 地 提出 了 对 于 一 般 的 阶 有 限 群 的 同 构 分 类 问题 . 与 循环 群 的 情形 完全 不 同 ,人 
们 发 现 这 个 问题 是 非常 复杂 和 困难 的 . 为 了 解决 这 个 问题 ,许多 数学 家 经 过 艰苦 的 努 
力 , 得 到 了 若干 个 具有 基本 意义 的 有 限 群 构造 定理 . 根据 这 些 定理 ,人 们 把 解决 有 限 群 
的 同 构 分 类 问题 归纳 为 以 下 两 大 步骤 ; 
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(1) 分 类 所 有 的 有 限 单 群 ; 

(2) 找 出 “用 单 群 来 构造 其 他 群 ”的 方法 . 

这 就 是 所 谓 的 The Holder Program. 它 为 解决 有 限 群 的 同 构 分 类 问题 指明 了 方向 
并 勾画 了 粗糙 的 轮廓. 因为 , 若 群 G 有 非 平凡 正规 子 群 N, 则 可 构造 一 个 比 G“ 小 ”的 群 
G/N. 而 NN,G/N 的 构造 或 多 或 少 地 能 描述 群 G 的 构造 . 虽然 这 种 说 法 有 些 模糊 ,但 至 
少 它 提示 我 们 最 强 有 力 的 数学 技巧 之 一 ,数学 归纳 法 可 以 使 用 .我们 经 常 对 NN 和 G/N 
使 用 归纳 假设 以 得 到 许多 有 用 的 结果 . 

在 某 种 意义 上 ,有 限 单 群 是 构造 有 限 群 的 * 基 元 素 ", 为 了 使 用 这 ” 基 元 素 "来 证 明 有 
限 群 的 一 般 定理 ,我 们 需要 了 解 关于 有 限 单 群 的 详尽 信息 . 值得 庆幸 的 是 ,分 类 所 有 的 
有 限 单 群 的 工作 ,通过 数 百 位 数学 家 数 十 年 的 努力 ,已 于 1980 年 宣告 完成 . 目前 该 项 工 
作 正 在 简化 整理. 这 一 工作 被 认为 是 20 世纪 数学 界 获得 的 最 伟大 的 成 就 之 一 . 对 于 
The Holder Program 的 第 二 部 分 ,进展 缓慢 , 仍 有 大 量 艰难 工作 要 做 . 为 了 介绍 
jordan-Holder 定理 , 先 介绍 一 些 概念 及 预备 知识 . 

定义 2.7.1 称 群 G 的 子 群 列 1=Go<G,<G:<…<G,==G 为 G 的 合成 群 列 .对 
Y ,每 个 商 群 G1/G; 为 单 群 . 称 上 面 的 合成 群 列 的 长 度 为 ~. 合成 群 列 中 的 商 群 称 为 
这 一 群 列 的 合成 因子 . 

更 一 般 地 ,一 个 群 称 为 群 G 的 合成 因子 , 若 它 同 构 于 G 的 某 一 合成 列 中 的 一 个 合 
成 因子 . 

例如 ,考虑 群 5;,As 是 5; 的 唯一 的 非 平凡 正规 子 群 . 由 于 5;/A; 名 Z;, 也 是 单 群 , 故 
1qq4:<S: 为 5; 的 一 个 合成 群 列 . 

定义 2.7.2 称 N 为 群 G 的 极 大 正规 子 群 ,车 NN<G, 且 G 没有 真 包含 N 的 正规 
子 群 . 

任意 非 平凡 有 限 群 均 有 极 大 正规 子 群 . 由 对 应 定理 易 见 ,NN 是 G 的 极 大 正规 子 群 
当 且 仅 当 G/N 是 单 群 . 正规 的 极 大 子 群 必然 是 极 大 正规 子 群 ( 且 指 数 为 素数 ), 但 极 大 
正规 子 群 不 一 定 是 极 大 子 群 ,因为 它 可 能 真 含 于 一 个 非 正 规 真子 群 中 . 

例如 , 群 1XZ。 是 AsXZ 的 极 大 正规 子 群 ,但 不 是 极 大 子 群 . 一 个 群 是 否 一 定 有 合 
成 群 列 呢 ? 我 们 有 下 面 的 

定理 2.7.1 有 限 群 有 合成 群 列 . 

证 明 设 G 是 有 限 群 ,对 1G| 作 归纳 法 . 若 G 是 单 群 , 则 1<G 是 G 的 合成 群 列 ; 否 
则 G 有 极 大 正规 子 群 G', 由 假设 ,G' 有 合成 群 列 

l=G,<G<G< G6,=G 
由 于 G/G' 是 单 群 , 故 
l=GSG<*"<06'S <6,=6G 
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是 G 的 合成 群 列 . 

无 限 群 不 一 定 有 合成 群 列 . 例如 , 令 G 是 无 限 循环 群 ,因为 G 的 每 个 非 平凡 子 群 均 
为 无 限 循环 群 ,因而 均 同 构 于 G. 由 于 G 非 单 群 , 故 G 没有 子 群 是 单 群 .由 于 G 的 合成 
群 列 的 最 后 一 个 非 平 凡 项 必 为 G 的 单子 群 ,因而 不 能 构造 出 G 的 合成 群 列 . 

引 理 2.7.2 设 N<G, 若 G 有 合成 群 列 , 则 N 有 合成 群 列 . 

证 明 设 1=Go<G,<G6,<<…<<G,=G 是 G 的 合成 群 列 . 令 N,=N 门 G;, 对 任意 i 
这 样 得 到 N 的 一 个 子 群 列 1=N,<N 志 … 近 N.=N, 固 定 某 一 交易 见 NaN ,由 和 N 
站 G6= (NNGi) 几 G; 及 第 一 同 构 定理 得 

Nin/Ni=(NNG Y/NNG)Q(NNG,,)G,/G,. 
设 g:GiriGit4/G; 为 自然 同 态 , 则 
(CNnGasD)GVG=wNnc+rDaqrG 一 GyG， 
因而 N,+/Ni 同 构 于 单 群 Ci+/G, 的 一 个 正规 子 群 ,因此 Ni =N, 或 NWVNS2G / 
G, 为 单 群 ,所 以 去 掉 子 群 列 1= Nu 过 Ni 入 … 近 N,=N 中 的 重复 项 后 ,就 得 到 入 的 一 
个 合成 群 列 ， 

设 1=Gi 和 Ci 和 Cs 过 …G,=G 是 合成 群 列 ,1==Ho 志 HH 过 …<<H,=G 也 
是 长 度 为 -的 另 一 合成 群 列 , 称 这 两 个 群 列 是 等 价 的 ， 

车 存在 mE 5S,, 使 对 每 个 i,G;/G,_, 和 名 Has /Hr 1. 

例如 ,G= (x) 名 2Z6,G1=(z*) ,Hi= (zx') ,考虑 合成 群 列 1<1G,<G 和 1<H,<G6， 

由 于 G/Gi 名 Hi1/1 名 Z,G1/1 旬 6G/H2Zs( 取 r=(12)E 5;), 故 它们 等 价 . 

在 等 价 的 意义 下 ,一 个 群 仅 有 唯一 的 合成 群 列 . 因此 ,有 合成 群 列 的 群 其 合成 因子 
构成 的 集合 是 唯一 确定 的 ,对 这 些 合成 因子 的 了 解 直接 影响 对 这 个 群 的 结构 的 了 解 . 由 
于 合成 因子 均 是 单 群 ,所 以 在 研究 任意 有 限 群 时 ,首先 应 对 有 限 单 群 有 一 非常 好 的 理 
解 . 

Jordan-Holder 定理 “ 若 群 G 有 合成 群 列 , 则 G 的 任意 两 个 合成 群 列 有 相同 的 长 
度 , 且 它们 等 价 . 

证 明 设 1=G,<G,<G:< …<6,=G:1=H,< …<G1<G,=G 是 G 的 两 个 合 
成 群 列 . 对 作 归 纳 法 .车 ==1, 则 G 是 单 群 . 

显然 ,1<G 是 G 的 唯一 的 合成 群 列 . 

设 * 人 1, 且 对 任意 合成 群 列 长 度 小 于 的 群 来 说 ,结论 成 立 .车 G, 一 已 ,, 则 G, 有 两 
个 长 度 分 别 为 r~ 一 1 和 s 一 1 的 合成 群 列 . 由 归纳 假设 得 >*=s* 且 G, 的 两 个 合成 群 列 等 
价 , 从 而 G 的 这 两 个 合成 群 列 等 价 . 

下 设 Gi 闫 Hi, 由 于 G1<G,H,<G, 则 GH,<G, 但 G/G; 是 单 群 , 故 不 能 有 G, 一 
百 , 从 而 一 Ci 由 G/ 刀 的 单 性 得 GE 一 G. 令 天 =Gim acG, 由 第 一 同 构 定理 
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可 知 G/GI22EVK,GABIE2GVK( 特 别 地 ,G/ 天 ,ENVK 为 单 群 ). 由 引 理 2.7.2 可 知 天 
有 合成 群 列 .不 妨 设 1= 开 过 … 乏 Ki 过 天 一 K 为 天 的 一 个 合成 群 列 . 

现在 得 到 G, 的 两 个 合成 群 列 

1=Gi 和 Ci 入 G: 过 “<6, 和 1=K< .<KSKSG, 

它们 的 长 度 分 别 为 ~ 一 1 和 zt 十 1, 由 归纳 假设 得 +=r 一 2, 且 这 两 个 合成 群 列 等 价 . 

同 理 可 得 H, 有 两 个 合成 群 列 
1=H,< <H<H 和 1=K, :< "<K<SKEH, 

长 度 分 别 为 s 一 1 和 7 一 1, 由 归纳 假设 可 得 r=s, 且 这 两 个 合成 群 列 等 价 . 

结合 上 面 得 到 的 同 构 可 知 ,合成 群 列 

1=K,-:< <K<G6,<G6,=G 和 1=K,_:<…<K<HI<H。=G 等 价 ,所 以 群 
G 原来 的 两 个 合成 群 列 等 价 . 

合成 群 列 仅仅 是 在 群 论 研究 中 起 着 很 重要 作用 的 一 类 子 群 列 ,下面 我 们 介绍 更 一 
般 的 一 些 子 群 列 . 

定义 2.7.3 群 G 的 一 个 子 群 列 1=G, 三 … 三 G, 志 Go。=G 称 为 次 正规 群 列 , 对 Y i 
有 GridG':. 

定义 2.7.4 一 个 次 正规 群 列 称 为 正规 群 列 , 若 对 每 个 ; 有 G,<IG. 

合成 群 列 是 次 正规 群 列 的 一 个 特例 ,但 反之 不 然 , 因 为 次 正规 群 列 可 能 有 平凡 的 商 
群 因子 ,或 者 有 非 平 凡 商 群 因子 ,但 不 是 单 群 . 

定义 2.7.5 两 个 长 度 相同 的 次 正规 群 列 称 为 等 价 的 , 若 它们 满足 合成 群 列 等 价 
定义 中 所 给 出 的 条 件 . 

定义 2.7.6 一 个 给 定 的 次 正规 群 列 经 过 插入 子 群 所 得 到 的 新 的 次 正规 群 列 称 为 
原来 次 正规 群 列 的 加 细 . 

若 所 插入 的 项 中 至 少 有 一 个 在 原来 的 群 列 中 没有 出 现 , 称 为 真 加 细 . 因而 合成 群 列 
是 没有 重复 项 的 且 没有 真 加 细 的 次 正规 群 列 . 

定义 2.7.7 和 群 G 的 正规 群 列 称 为 主 群 列 , 若 该 正规 群 列 中 没有 重复 项 ,上 且 任 意 两 
项 之 间 不 能 再 插入 其 他 的 正规 子 群 (注意 :合成 群 列 是 没有 真 加 细 的 次 正规 群 列 , 主 群 
列 是 没有 真 加 细 的 正规 群 列 ). 

定义 2.7.8 群 G 的 主 群 列 中 相 邻 两 群 作成 的 商 群 称 为 G 的 主因 子 . 一 个 群 称 为 
群 G 的 主因 子 , 若 它 同 构 于 群 G 的 某 一 主 群 列 中 的 一 个 主因 子 . 

对 主 群 列 也 有 类 似 的 Jordan-Holder 定理 , 即 一 个 群 的 任意 两 个 主 群 列 都 有 相同 
的 长 度 , 且 等 价 . 其 证 明 类 似 于 合成 群 列 情形 的 证 明 . 

这 两 个 结果 是 算 子 群 的 Jordan-Holder 定理 的 特殊 情形 . 

定义 2.7.9 称 N 为 群 G 的 极 小 正规 子 群 , 若 1 了 关 N<IG, 且 入 不 真 包 含 G 的 非 平 
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凡 正 规 子 群 . 

任意 非 平凡 有 限 群 有 极 小 正规 子 群 ; 单 群 的 唯一 极 小 正规 子 群 是 它 自身 . 

定理 2.7.3 有 限 群 有 主 群 列 . 

证 明 设 G 是 有 限 群 ,对 1G| 作 归纳 法 , 若 G 为 单 群 , 则 1<G 是 G 的 主 群 列 , 否 
则 ,G 有 非 平 凡 极 小 正规 子 群 N. 由 归纳 假设 ,G/N 有 主 群 列 ,由 对 应 定理 可 知 这 一 主 
群 列 有 形式 : 

1=G,/N< …qGVN<GVN=G/N 
其 中 对 Y i,Gi<1G, 且 在 G, 与 G1 之 间 没 有 G 的 非 平凡 正规 子 群 .由 于 N 是 G 的 极 小 
正规 子 群 , 故 1<N=G,< …<IG,<G,=G 是 G 的 主 群 列 . 

由 定义 知 , 有 限 群 的 合成 因子 均 是 单 群 . 在 本 节 的 最 后 ,我 们 来 决定 有 限 群 的 主因 
子 .首先 有 下 面 的 引 理 

引 理 2.7.4 G 有 主 群 列 , 则 G 的 每 个 主因 子 是 G 的 某 商 群 的 极 小 正规 子 群 . 

证 明 车 1=G,< …<G1<G=G 是 G 的 一 个 主 群 列 ,由 对 应 定理 可 知 每 个 
C/Gint 是 G/Git1 的 极 小 正规 子 群 . 

定理 2.7.5 有 限 群 的 极 小 正规 子 群 是 同 构 单 群 的 直 积 . 

证 明 设 G 是 有 限 群 ,N 为 G 的 极 小 正规 子 群 . 设 和 N 是 N 的 极 大 正规 子 群 , 故 
NN/N' 是 单 群 . 设 Ni,N;,…,N, 是 Ni 在 G 中 的 所 有 共 罗 子 群 ,由 于 N<G, 故 每 个 N， 
为 NN 的 极 大 正规 子 群 . 若 zxEG,N=zNiz- 5 则 NAN 到 NAN; 的 映射 prN > 
Zz8z N 是 同 构 映 射 ,说 明 所 有 N/N, 是 互相 同 构 的 .由 于 Ni…N; 是 Ni 在 G 中 所 有 
的 共 轧 子 群 , 故 对 gEG,g 保持 集合 {Ni,…,N,) 不 动 ,因而 

g NN “NN)g =Gme NNgN,g "=NN NN, 
故 和 NN …nNac, 但 Mn …mnNsN, 由 N 的 极 小 性 得 Nin … 由 N,=1. 

对 每 个 1<i<r, 群 N/(Ni 几 … 八 N,) 是 同 构 于 N/N, 的 某 些 群 的 直 积 . 从 而 令 i 
一 ~, 即 得 结论 成 立 . 

对 产 作 归纳 法 , 当 i=1 时 ,显然 成 立 ; 设 ;二 1, 且 对 ;一 1 结论 成 立 , 若 Nm … 门 
N-isN 则 Nmn…nN=Nn … 几 Ni_ 1, 结论 显然 成 立 . 

因此 我 们 假设 Nm … 几 N,N,, 此 时 

N<CNn NN DNAN. 
又 由 于 N, 是 N 的 极 大 正规 子 群 , 必 有 
NN “NN WN=N 
则 N/CNIN*N NY)= NN NN OD/ NN N NY) XN/ NN N ND) 
但 由 第 一 同 构 定理 有 
NN ENN/NN NN VNN: 
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:NN mnN-DNMN SN/NESSEN/N,. 
类 似 地 有 
N/ANIN-* NN NNN: 
NN NN DN NINNNED =N/ACN NN Nn,). 
由 归纳 假设 即 得 结论 成 立 . 
推论 2.7.6 有限 群 的 主因 子 是 同 构 单 群 的 直 积 . 


问题 2.7 


1 证明; 交换 群 G 有 合成 群 列 当 且 仅 当 G 是 有 限 群 . 

2. 对 于 ">>2, 决 定 5; 的 所 有 合成 群 列 和 主 群 列 . 

3. 证明 :有 合成 群 列 的 群 一 定 有 主 群 列 . 

4. 百人 有 限 群 C, 证 明 G 有 一 个 合成 群 列 , 它 的 其 中 一 项 是 互 . 

5. 证 明 : 若 下 列 条 件 之 一 成 立 , 则 群 G 不 是 单 群 : 

(D1GI=p*(p 十 1), 其 中 a>>1s 

(2)1G|=p*(p 十 3), 其 中 当 p=2 时 ,a>3; 当 p>3 时 ,a 之 1; 

(3)1G|=p*(p* 一 1), 其 中 a 二 1,p 为 奇 素数 . 

6 若 |GlE130,56,105,132}, 则 G 不 是 单 群 . 

7. 设 G 为 有 限 群 ,H 志 G,PE Sylows CH)'; 证 明 : 车 Ne (PYH, 则 PESylow。 
(G6). 

8. 证 明 :p* 阶 群 是 交换 群 ,其 中 p 为 素数 . 

9. 设 P 为 有 限 p 群 ,N 为 P 的 交换 正规 子 群 中 的 极 大 者 ,证 明 :N 二 Ce(N). 


§ 2.8 可 解 群 


上 节 我 们 引进 了 群 的 各 种 子 群 列 的 概 您 ; 本 节 将 利用 子 群 列 来 研究 群 . 特别 地 , 利 
用 子 群 列 来 定义 一 类 重要 的 群 一 一 可 解 群 .Galois 引进 群 的 概念 ,研究 5 次 及 5 次 以 上 
方程 的 根 式 解 问题 ,他 证 明了 n(n 宇 5) 次 方程 有 根 式 解 当 且 仅 当 这 个 方程 的 Galois 群 
是 可 解 群 ,因而 可 解 群 是 令 人 感 兴趣 的 一 类 群 . 本 节 将 考察 这 类 群 及 其 相关 群 类 . 

定义 2.8.1 设 G 是 群 , 令 G"=G, 对 kEN, 定 义 G 为 G* 的 导 群 ,所 得 到 的 
群 列 称 为 G 的 导 群 列 . 

对 Yk,G** 为 G 外 的 特征 子 群 ; 导 群 列 是 G 的 一 个 正规 群 列 , 而 且 导 群 列 中 任意 
相 邻 两 群 的 商 群 都 是 交换 群 . 

定义 2.8. 2 称 一 个 群 为 可 解 群 , 若 它 的 导 群 列 终止 于 1( 可 解 群 的 定义 是 Galois 
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于 1830 年 在 研究 多 项 式 的 根 式 解 过 程 中 提出 的 ,事实 上 ,这 就 是 “可 解 ”这 一 术语 的 来 
源 ). 

。 ”由 于 一 个 群 为 交换 群 当 且 仅 当 其 导 群 为 1. 易 见 ;交换 群 为 可 解 群 . 但 是 并 不 是 所 
有 和 群 都 可 解 . 例如 ,4s 不 是 可 解 群 . 由 于 单 群 几乎 没有 正规 子 群 ,而 可 解 群 有 许多 正规 
子 群 , 故 可 解 群 可 认为 是 与 单 群 相反 的 一 个 概念 . 如 果 这 一 思想 正确 的 话 ,那么 就 应 该 
有 很 少 的 群 既是 单 群 又 是 可 解 群 ,而 事实 正 是 如 此 . 

定理 2. 8.1 可 解 单 群 为 素数 阶 循环 群 . 

证 明 设 G 为 可 解 单 群 ,由 于 G 是 可 解 群 , 故 G' 取 G3; 又 因为 G 是 单 群 , 故 G 一 1， 
从 而 G 为 交换 群 .但 由 于 交换 单 群 的 每 个 非 单位 元 必 是 生成 元 , 故 G 必 为 素数 阶 循环 
群 . 

下 面 给 出 可 解 群 的 一 些 性 质 . 

定理 2.8.2 设 G 是 群 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1)G 是 可 解 群 ， 

(2)G 有 一 个 正规 群 列 ,其 相 邻 两 群 构成 的 商 群 为 交换 群 ; 

(3)G 有 一 个 次 正规 群 列 ,其 相 邻 两 群 构成 的 商 群 为 交换 群 . 

证 明 〈1) 一 (2) 一 (3) 显 然 , 故 只 需 证 (3) 之 (1). 

设 G=Go>G,>> …>>G-=1 是 G 的 次 正规 群 列 , 且 任意 相 邻 两 群 构成 的 商 群 为 交 
换 群 ,因为 G,=1. 要 证 明 C 可 解 ,只 需 证 对 YiGw 坟 G 成 立即 可 . 

对 i 作 归 纳 法 . 由 于 C/G, 交换 , 则 GG. 设 i>1, 由 归纳 假设 得 G“ ?<G,-,, 则 
GP 二 (G9)/S(Gi_1)', 由 于 G1/G, 交换 , 则 (Gi1)' 关 Gi, 帮 GSC 

下 面 我 们 来 考察 一 下 与 可 解 群 相 关 的 一 些 群 的 可 解 性 . 

定理 2.8.3 设 G 是 群 , 则 : 

(1) 车 G 可 解 ,有 HG, 则 HH 可 解 ; 

(2) 若 G 可 解 ,N<G, 则 G/N 可 解 ; 

(3) 若 NaG, 且 NG/N 可 解 , 则 G 可 解 ; 

(4) 车 G, 矿 可 解 ; 则 GX 五 可 解 . 

证 明 (了 D 由 于 对 Wk, 有 HG 中, 赦 (1) 成 立 ; 

(2) 存 在 正规 群 列 

G=C,206,> ">6,=1, 
使 得 对 每 个 i,G/G;+1 为 交换 群 ,考虑 群 列 

G/N=GN/N>GIN/ N22 “ZGIN/N=1, 
固定 某 个 i, 由 于 G;<IG,N<IG, 故 CN <1G, 因 而 GN/N<IG/N, 由 于 GN=G,(Gi 
NN), 由 第 一 和 第 二 同 构 定 理 可 得 


第 2 章 群 的 结构 359” 


CN/AN)MCHNAND)EGINVGHiNS2GMVGGnGHN) 

又 由 第 二 同 构 定理 知 ,G,/ (Gi 门 G,1N) 同 构 于 交换 群 GM/G:， 的 一 个 商 群 ,因此 是 
交换 群 . 这 样 我 们 构造 出 G/N 的 一 个 正规 群 列 , 其 任意 两 群 构 成 的 商 群 均 为 交换 群 , 由 
定理 2.8.2 知 G/N 可 解 ; 

(3) 存 在 次 正规 群 列 

N=Ns>Ni> “>N,=1 
和 
G/N=GIN/NSGN/N> "GN/N=1, 
对 VY i,Ni/Nin 交 换 , 且 (G/N)/(Giny/N) 舌 Gi/Gi; 也 交换 . 
易 见 
G=C,>6G/> ">C,=N=Ni> Ni> ">N,=1 
是 G 的 次 正规 群 列 , 且 任 意 两 群 构成 的 商 群 均 为 交换 群 , 则 G 为 可 解 群 ， 

(4) 此 时 1X 石 钮 H 是 GXH 的 可 解 正 规 子 群 ,GX 五 /1X 瑟 22G 也 可 解 .由 (3) 可 
知 GXH 可 解 . 

由 定理 易 知 ,对 称 群 5S:,S;,5, 均 为 可 解 群 ,而 5S; 不 是 可 解 群 . 

定理 2. 8.4 有 合成 群 列 的 群 是 可 解 群 仿 它 的 所 有 合成 因子 为 素数 阶 . 

证 明 设 G 是 有 合成 群 列 的 群 , 若 G 的 所 有 合成 因子 均 为 素数 阶 群 , 则 这 个 合成 
群 列 为 G 的 一 个 次 正规 群 列 , 其 任意 两 群 构成 的 商 群 均 为 交换 群 ,由 定理 2. 8.2 知 G 
可 解 ;反之 , 设 G 是 可 解 群 ,H/K 为 G 的 合成 因子 ,其 中 尺 <H<G, 由 定理 2.8.3 的 
1),(2) 可 知 太 /K 可 解 . 从 而 H/K 是 可 解 单 群 ,由 定理 2. 8. 1 知 ,HH/K 为 素数 阶 . 

易 见 ,存在 既 非 单 又 不 可 解 的 群 , 如 S:, 也 存在 非 交换 的 可 解 群 ,如 5S;( 其 合成 群 列 
为 5 二 4; 二 1). 没有 合成 群 列 的 群 有 可 能 是 可 解 群 ,例如 ,无 限 交换 群 是 可 解 群 ,但 它 
没有 合成 群 列 . 

定理 2. 8. 5 有 限 p 群 是 可 解 群 . 

证 明 由 于 有 限 p 群 的 合成 因子 为 单 群 且 为 p 群 , 故 为 素数 阶 群 ,由 定理 2. 8. 4 
得 结论 成 立 . 

由 定理 2. 8. 4 可 知 ,可 解 群 的 所 有 合成 因子 为 素数 阶 , 那 么 如 果 有 主 群 列 的 群 是 可 
解 群 的 话 , 它 的 每 个 主因 子 又 怎样 呢 ? 

定义 2.8.3 设 户 是 素数 ,Z, 是 p 阶 循环 群 ,n 是 正 整 数 , 则 ”个 循环 群 Z, 的 直 积 
ZXZ。X …XZ, 称 为 pr" 阶 初等 交换 p 群 . 

容易 验证 ,有 限 交 换 群 G 是 初等 交换 p 群 的 充 要 条 件 是 exp(G) 二 p. 

定理 2. 8.6 有 主 群 列 的 群 是 可 解 群 今 它 的 每 个 主因 子 为 初等 交换 p 群 . 

证 明 设 群 G 有 主 群 列 , 若 G 的 所 有 主因 子 为 初等 交换 p 群 , 则 可 加 细 群 G 的 主 
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群 列 ,得 到 群 G 的 一 个 合成 群 列 , 它 的 合成 因子 均 为 素数 阶 ,由 定理 2. 8.4 可 知 ,G 是 可 
解 群 . 

1 反之 ,车 G 可 解 ' 设 妃 厌 为 G 的 一 个 主因 子 , 其 中 <H<IG. 又 由 定理 2. 8. 3 可 
知 ,HH/K 为 可 解 群 ,而 由 定理 2. 8. 4 可 得 ,H/K 的 每 个 合成 因子 为 素数 阶 , 因 而 H/K 
有 限 , 由 推论 2.7. 6 知 ,H/K 为 同 构 于 某 一 单 群 S 的 若干 个 群 的 直 积 . 由 于 妃 /K 的 每 
个 合成 因子 必 同 构 于 S, 且 这 些 因子 为 素数 阶 , 故 有 H/K 是 初等 交换 p 群 . 

定理 2. 8.7 有 合成 群 列 的 群 是 可 解 群 当 且 仅 当 它 有 一 正规 群 列 其 相 邻 两 群 构成 
的 商 群 为 p 群 . 

证 明 设 群 G 有 合成 群 列 , 假 设 G 有 一 正规 群 列 ,其 相 邻 两 群 构成 的 商 群 为 p 群 ， 
加 细 这 一 正规 群 列 得 到 群 G 的 主 群 列 . 易 见 群 G 的 每 个 主因 子 是 p 群 的 一 个 截断 ( 群 
G 的 任意 子 群 的 商 群 称 为 G 的 一 个 截断 ), 从 而 G 的 每 个 主因 子 为 p 群 ,由 推论 2. 7. 6 
知 ,每 个 主因 子 是 同 构 单 群 的 直 积 ,从 而 每 个 主因 子 必 是 初等 交换 p 群 , 则 G 可 解 . 另 
一 方面 ,由 定理 2.8. 6 直接 可 得 . 

定义 2.8.4 主因 子 为 素数 阶 循环 群 的 有 限 群 称 为 超 可 解 群 . 

因为 有 限 超 可 解 群 为 可 解 群 有 全 有 限 访 群 为 超 可 解 群 . 但 是 并 非 所 有 的 有 限 可 解 群 
均 为 超 可 解 群 . 

例如 ,S, 有 主 群 列 S, 汪 A 户 K 这 1, 其 中 下 为 Klein 四 元 群 ,是 S,/4, 舌 Z;,A,/K 器 
DZ,K22Z:XZ;, 由 定理 2.8.6 知 S, 是 可 解 群 ,但 不 是 超 可 解 群 . 

可 解 群 有 许多 对 任意 有 限 群 成 立 的 性 质 , 下 面 由 Phillip Hall 给 出 的 定理 是 Sylow 
定理 在 有 限 可 解 群 中 的 一 个 推广 .为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 介绍 一 些 概念 ,并 不 加 证 
明 地 给 出 有 限 群 中 的 一 个 基本 定理 . 

定义 2.8.5 群 G 的 正规 子 群 NN 在 G 中 的 补 子 群 是 指 群 G 的 子 群 可 ,满足 G= 
NH,E NNH=1. 

定义 2.8.6 有 限 群 G 的 子 群 H 称 为 Hall 子 群 ,车 | 五 | 与 [G : H] 互 素 . 

Schur-Zassenhaus 定理 ”有 限 群 的 任意 正规 Hall 子 群 均 有 补 子 群 . 

定理 2.8.8 设 G 是 有 限 可 解 群 ,其 阶 为 mn, 其 中 Gm,n) 二 1, 则 : 

(DG 有 wm 阶 子 群 

(2)G 的 任意 两 个 m 阶 子 群 均 共 二 ; 

(3) 群 G 的 阶 整除 m 的 子 群 包含 在 G 的 某 一 个 mm 阶 子 群 中 . 

证 明 设 G 满 足 题 设 , 对 |G| 作 归纳 法 ,假设 结论 对 阶 小 于 |1G| 的 所 有 群 均 成 立 . 设 
N 为 G 的 极 小 正规 子 群 ; 则 N 为 G 的 主因 子 , 故 由 定理 2. 8. 6 知 ,N 为 初等 交换 p 群 ， 
访 为 素数 .由 于 (m,n) 二 1, 且 plmn, 故 户 只 能 整除 m,n 中 的 一 个 ,车 p| mm; 则 |IG/N | 二 
Cm/1N1D)a 是 互 素 的 两 个 整数 的 乘积 . 由 归纳 假设 ,G/N 有 m 阶 子 群 ,由 对 应 定理 可 


第 2 章 群 的 结构 61， 


知 ,G 有 m 阶 子 群 .车 pl n, 同 理 可 得 G/N 有 m 阶 子 群 H/N. 这 时 | 有 H|==m|N | 是 互 素 
的 两 个 整数 的 乘积 . 车 了 二 G, 由 归纳 假设 , 厂 有 mm 阶 子 群 ,从 而 G 也 有 m 阶 子 群 . 若 
五 =G, 由 于 NN 是 G 的 正规 子 群 , 且 | 玉 |=n 和 [G : N]=m 互 素 ,由 Schur-Zassenhaus 
定理 可 知 结论 成 立 . 

这 个 定理 对 任意 有 限 群 不 一 定 成 立 , 例 如 ,As 就 没有 20 阶 子 群 . 

下 面 我 们 不 加 证 明 地 给 出 有 限 群 为 可 解 群 的 一 些 著名 定理 . 

Burnside 定理 设 p,g 是 素数 ,a,b 为 非 负 整数 , 则 pg' 阶 群 可 解 . 

Burnside 定理 是 一 个 非常 典型 的 结果 , 它 告 诉 我 们 阶 有 3 个 因子 的 有 限 群 不 一 定 
可 解 , 且 4 就 是 一 个 反例 . 

Feit-Thompson 定理 奇 阶 群 是 可 解 群 . 

这 个 定理 也 称 为 “ 奇 阶 定理 ”, 首 先是 由 Burnside 在 1911 年 提出 的 猜想 ,作为 推 
论 , 易 见 奇 阶 单 群 只 能 是 素数 阶 循环 群 . 

定理 2.8.9 设 G 是 有 限 群 , 若 G 有 m 阶 子 群 , 且 | 吾 |=mn, 其 中 m,n)==1, 则 GG 
是 可 解 群 . 

定理 2.8. 10 有 限 群 G 不可解 筷 存在 G 的 阶 互 素 的 非 单位 元 z,y,z 使 得 zy 二 z. 

例如 ,在 A; 中 取 z=(1 2345),y=(1 2)(3 4),z==(245), 其 中 |z|=5,|y|=2， 
lz|=3, 则 4; 满足 定理 2. 8. 10 的 条 件 , 从 而 知 As 不 可 解 . 


Thompson 小 传 


汤普森 (]. G. Thompson) ,美国 数学 家 ,1932 年 10 月 13 日生 于 堪萨斯 州 的 温 太 
华 , 1951 年 作为 神学 专业 学 生 进入 耶鲁 大 学 ,但 二 年 级 时 转 为 数学 专业 . 1955 年 到 芝 加 
哥 大 学 攻读 博士 ,四 年 后 获 博士 学 位 . 在 哈佛 大 学 任教 了 一 年 之 后 ,1962 年 回 到 芝 加 生 
大 学 任教 授 . 1968 年 到 英国 剑桥 大 学 . 1993 年 起 任 佛罗里达 大 学 教授 . 1971 年 被 选 为 
美国 全 国 科学 院 院士 . 1979 年 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 . 

1959 年 ,Thompson 在 他 的 博士 论文 中 证 明了 一 个 有 50 年 历史 的 有 关 有 限 群 的 自 
同 构 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 猜想 ,并 用 该 论文 中 的 方法 在 1963 年 与 费 特 (W. Feit) 合 作证 明 
了 有 限 群 的 伯 恩 塞 德 猜想 :有 限 非 Abel 单 群 必 为 偶数 阶 的 ,或 等 价 地 说 ,每 一 个 奇数 阶 
群 都 是 可 解 群 . 发 表 这 一 成 果 的 论文 长 达 225 页 , 占 了 (太平洋 数学 杂志 ) 整 整 一 期 . 这 
一 结果 标志 着 有 限 单 群 分 类 的 重大 突破 . 他 所 获得 的 结果 以 及 证 明 中 所 用 到 的 新 方法 
在 20 世纪 60 年 代 和 70 年 代 被 许多 数学 家 应 用 和 推广 ,最 终 导致 了 80 年 代 有 限 单 群 
分 类 问题 的 彻底 解决 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 ,Thompson 还 在 编码 理论 有限 射影 平面 理论 以 及 模 函 数论 
中 有 过 重要 的 贡献 . 他 最 近 有 关 伽 罗 瓦 群 的 工作 被 认为 是 域 论 中 最 重要 的 工作 之 一 . 他 


“62。 群 的 结构 与 对 称 性 


曾 荣获 美国 数学 会 科 尔 代数 奖 (1966)、 菲 尔 兹 奖 (1970)、 沃 尔 夫 奖 (1992) 法国 科学 院 
授予 的 庞 加 莱 金 质 奖章 (1992) 以 及 美国 国家 科学 奖 (2000). 


问题 2. 10 


1. 设 G=NXH,N<K<G, 求 证 :K=NX(HNK). 

2. 设 G= 有 XN, 求证 :4 的 正规 子 群 也 是 G 的 正规 子 群 . 

3. 证 明 : 有 限 群 有 一 个 极 大 可 解 正规 子 群 . 

4 证明:Aut(Zs) 名 2,X2,. 

5. 证 明 :如 果 P 是 非 循 环 有 限 p 群 , 则 有 N<IP, 使 得 P/N 室 2Z, XZ, 

6. 证 明 :有 限 群 G 是 超 可 解 群 今 它 有 一 个 正规 列 , 每 个 商 因子 为 循环 群 . 

7. 设 G 是 满足 极 大 条 件 的 群 , 当 G 的 自 同 构 群 Aut(G) 是 超 可 解 群 时 ,证 明 G 是 超 
可 解 的 . 


$2.9 圭 零 群 与 超 可 解 群 


本 节 介绍 群 论 中 的 另 一 个 重要 群 类 , 它 介 于 交换 群 与 可 解 群 之 间 . 

定义 2.9.1 群 G 的 一 个 正规 群 列 G=G, 宇 G1 宇 … 三 C,=1 称 为 G 的 中 心 群 列 , 若 
对 每 个 i,Gi/Gi+1 包 含 在 G/G;, 1 的 中 心里 . 

定义 2.9.2 若 群 G 有 一 个 中 心 群 列 , 称 G 为 罕 零 群 . 

交换 群 G 有 中 心 群 列 G>1, 从 而 交换 群 是 寒 零 群 . 

定义 2.9.3 群 G 有 一 个 有 限 的 正规 群 列 G=G。 宇 G, 宇 … 宇 C,=1, 其 中 每 个 商 群 
Gi/Gi+1 都 是 循环 群 , 则 称 G 为 超 可 解 群 . 

定理 2.9.1 寡 零 群 是 可 解 群 . 

证 明 设 G 是 寡 零 群 , 则 G 有 中 心 群 列 , 从 而 G 有 商 因 子 为 交换 群 的 正规 群 列 , 易 
知 G 是 可 解 群 ,存在 可 解 但 非 笑 零 的 群 . 例如 ,5; 没有 中 心 群 列 . 否则 ,这 样 的 群 列 中 的 
倒数 第 二 项 必 为 Z(S:) 的 非 平凡 子 群 ,显然 这 不 可 能 . 故 5; 不 是 短 零 群 . 

定理 2.9. 2 有 限 短 零 群 是 超 可 解 群 . 

证 明 设 G 为 有 限 寡 零 群 ,G 一 Go 三 Gi 三 …>C:=1 是 G 的 一 个 中 心 群 列 . 车 把 这 
个 中 心 群 列 加 细 为 主 群 列 , 则 它 仍 为 G 的 一 个 中 心 群 列 . 由 于 包含 于 群 G 的 中 心里 的 
子 群 必 为 G 的 正规 子 群 , 故 G 的 主 群 列 就 是 它 的 合成 群 列 ,因而 列 中 每 个 商 群 为 素数 
阶 循环 群 ,从 而 G 为 超 可 解 群 . 

定理 2.9.3 超 可 解 群 的 子 群 和 商 群 是 超 可 解 的 

证 明 设 G 是 超 可 解 群 ,而 且 G 一 CCGi 三 … 二 G:=1 是 正规 群 列 ,其 中 每 个 G;/ 
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Gi 都 是 循环 群 ,那么 对 于 商 群 C/K=T,G, 的 同 态 像 H; 组 成 正规 群 列 
T=H,>H,>*…Z>H,=1, 

这 里 在 把 重复 的 群 删 去 后 ,对 于 相 邻 的 项 五 和 及,;1 就 一 定 有 循环 的 商 群 
H;/ Hiri， 因 为 循环 群 的 同 态 像 是 循环 群 或 单位 元 群 . 对 于 子 群 N, 取 N 一 Nu 二 Ni 三 … 
三 N,=1, 这 里 N=NnG. 对 于 Yi NmncG' 在 妃 内 是 正规 的 ,而 且 ， 

Ni/Nin=NNG/NNGmn Gm U (NNG) /Gn. 
但 是 右 端 是 G,/Gi,, 的 子 群 ,因而 是 循环 群 或 单位 元 群 ,因此 NAN;;; 是 循环 群 或 单位 
元 群 ,所 以 N 是 超 可 解 群 . 

推论 2.9.4 超 可 解 群 满足 极 大 条 件 . 

超 可 解 群 是 有 限 生成 的 ,因而 根据 以 上 定理 , 它 的 子 群 也 是 有 限 生成 的 ,所 以 极 大 
条 件 满足 . 

定理 2.9.5 超 可 解 群 G 具有 正规 群 列 G==H, 宇 Hl 三 … 宇 本 二 1. 其 中 每 个 商 群 
Hi/ Hi 是 无 限 循环 群 或 是 素数 阶 循环 群 . 

证 明 设 6G=Go 宇 G, 宇 … 宇 G6,=1 是 正规 群 列 ,其 中 G,_1/G; 是 循环 群 ,如 果 
Gi-VG, 是 有 有 限 的 阶 pypa…p,, 其 中 ,pa…pp, 是 素数 (不 必须 是 不 同 的 ), 则 G-,/G， 
具有 阶 为 pP ,pip:，… ,Pr…p,-! 的 唯一 循环 子 群 ,而 且 这 些 都 是 特征 子 群 ,因此 在 G,_， 
和 G, 之 间 的 * 一 1 个 对 应 的 子 群 在 G 内 是 正规 的 ,而 且 相 邻 的 群 的 商 群 是 素数 阶 循环 
群 . 用 这 个 方法 加 细 每 个 有 限 阶 的 商 群 G-i/G,, 就 得 出 定理 中 的 正规 群 列 ,其 中 每 个 商 
群 是 无 限 循 环 群 或 素数 阶 循环 群 . 

这 个 定理 还 可 以 进一步 加 强 而 按 素 数 的 大 小 来 重新 排列 素数 阶 商 群 . 

定理 2.9.6 超 可 解 群 的 导出 群 是 等 零 的 . 

证 明 设 G=Co>GI>>…>G:=1 是 G 的 正规 群 列 ,其 中 Gi-,/G, 是 循环 群 , 记 已 
三 G' 几 Gi, 那 么 6G'=Ho 宇 Hi 三 … 宇 H,=1 是 正规 序列 ,而 且 这 序列 中 不 同 的 项 态 组 成 
群 列 C' = 天 ,大 ,过 … 伍 K, 一 1, 其 中 天 一 /K, 是 循环 群 .我 们 来 断定 这 些 K 组 成 G' 的 
中 心 群 列 . 

每 个 K; 是 G 中 一 些 正规 子 群 的 交 , 因 此 在 G 内 是 正规 的 ,这 时 G/K, 内 K,_1/K, 
是 循环 的 正规 子 群 ,用 G/K, 的 元 素 作 变形 导出 循环 群 K,-,/K; 的 自 同 构 . 然而 循环 群 
的 自 同 构 组 成 Abel 群 ,所 以 G/K, 的 两 个 元 素 导 出 K,_,/K; 的 可 交换 的 自 同 构 . 于 是 
任何 两 个 元 素 的 换 位 子 zy zy 导出 有 K;_1/Ki 的 恒 等 自 同 构 . 这 说 明 K,_,/K, 属于 
G'/Ki 的 中 心 ,因而 这 些 玉 组 成 G' 的 中 心 群 列 ,所 以 G' 是 知 零 的 . 

定理 2.9.7 有 限 p 群 是 备 零 群 . 

证 明 设 P 为 有 限 p 群 ,对 |P| 作 归纳 法 .车 |P|=p, 则 PP 为 交换 群 ,从 而 备 零 ; 若 
IPI>p, 令 Z=2Z(P), 则 2Z 关 1. 由 归纳 假设 知 ,P/Z 有 中 心 群 列 
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P/Z=Pi/Z>P1/Z>*…2>P//Z=1, 

易 见 群 列 P= 二 Po 宇 P, 宇 … 宇 P, 二 Z 宇 1 是 了 的 中 心 群 列 . 

定理 2.9.8 设 G 是 有 限 群 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

(DG 是 知 零 群 ; 

(2) 对 GG 的 任意 子 群 态 , 有 Ne(H)>>H， 

(3)G 的 每 个 Sylow 子 群 在 G 中 正规 ; 

(4)G 是 其 Sylow 子 群 的 直 积 ; 

(5)G 的 每 个 极 大 子 群 在 G 正规 . 

证 明 首先 我 们 证 明 ,(3),(4),(5) 等 价 . 

假设 (3) 成 立 . 设 p,,…,p. 是 1G| 的 不 同 的 素 因 子 , 对 每 个 1<i<n, 设 户 只 为 G 的 
Sylowp- 子 群 ,由 假设 知 p<G. 由 Lagrange 定理 ,对 Y i, PP,…P, 是 阶 为 |Pi||P;| … 
| 已 | 的 正规 子 群 ,这 说 明 G 一 已 PP 

同 理 可 证 ,对 Y i,1Pi…PisPiws**…*P.|=|Pil**|PiallPinl*|P,|， 
因而 PN CPi…PiiPin…P,)==1, 所 以 G 为 所 有 已 的 直 积 . (5) 得 证 . 

设 (4) 成 立 ,M 为 G 的 极 大 子 群 ,Pi,P;,…,P, 为 G 的 Sylow 子 群 ,M 是 诸 MNP， 
的 直 积 , 由 于 M 是 G 的 极 大 子 群 ,只 存在 一 个 j, 使 得 MNP, 是 已 的 极 大 子 群 ,而 对 其 
他 i 沪 广 有 MP 一 P 则 MP 过 PP 从 而 Ms<G， 

若 (5) 成 立 , 设 G 为 的 非 正规 的 Sylow 子 群 , 则 有 PNo(P)<G, 从 而 存在 G 的 极 
大 子 群 M, 使 得 P<NolP)<M. 由 于 P 为 M 的 Sylow 子 群 , 且 由 假设 知 Ms<G, 根 据 
Frattini 论断 可 得 G=Ne(P)M=M, 蔬 盾 , 从 而 (3) 得 证 . 

下 面 证 (1) 过 (2), 设 G=Co>C>…>C:=1 是 等 零 群 G 的 中 心 群 列 , 设 HG， 
取 正 整数 ,使 得 Git 志 玉 ,但 Gi 们 已 .由 于 C-=1, 这 样 的 人 存在 . 

显然 ,[G,,HJ<[G,,GJ. 取 xzEGi,yEG, 由 于 Gi/Gin 志 Z(G/G4r1), 故 [zx,y]E 
Grns 从 而 有 [Gs,H]<H. 这 就 推 得 GNe(H). 但 Gi&H, 故 有 H<No(H). 

(2) 过 (5), 设 (2) 成 立 , 玉 为 G 的 极 大 子 群 ,由 假设 知 右 二 Ne(H), 故 必 有 Ne(H) 
二 G6, 因而 有 H<G. 

(4) 二 (1), 先 证 明 两 个 知 零 群 的 直 积 仍 为 睾 零 群 , 可 得 结论 成 立 . 

最 后 ,我 们 决定 有 限 交 换 群 的 结构 以 及 小 阶 数 的 p 群 结构 . 

引 理 2.9.9 ”循环 p 群 P 的 每 个 非 生成 元 必 为 P 中 某 元 的 户 次 寡 . 

证 明 P 恰 有 一 个 由 zx* 生 成 的 指数 为 p 的 子 群 Q, 其 距 为 P 的 生成 元 . 若 y€E 
Q, 则 对 整数 ,y= (xz?)"==(z")?. 

因而 Q 中 每 个 元 是 中 某 元 的 p 次 守 , 又 Q 是 P 的 唯一 的 极 大 子 群 ,又 PP 的 生成 
元 素 不 能 属于 PP 的 任何 一 个 极 大 子 群 中 , 故 Q@ 恰 是 由 PP 的 非 生成 元 组 成 的 集合 . 所 以 
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P 的 每 个 非 生成 元 必 为 P 中 某 元 的 户 次 寡 . 

定理 2.9.10 有 限 交 换 p 群 是 循环 p 群 的 直 积 . 

证 明 设 P 为 有 限 交换 p 群 ,对 1P| 用 归纳 法 . 设 IP| 二 p 且 结 论 对 于 阶 小 于 |P| 
的 交换 p 群 成 立 . 令 Q@ 是 的 极 大 子 群 , 则 |P/Q|=p. 

由 归纳 假设 ,Q=Q,Xx …XQ,, 其 中 对 Y i,Q, 是 加 阶 循环 群 . 不 失 一 般 性 可 设 a 三 
"之 qa, 三 1. 令 zEP, 但 z&Q, 因 为 IP/Q|=p, 我 人 有 xz?EQ, 因 而 zx? 二 y…y,, 其 中 V i 
来 说 ,y,€ Qi, 若 对 某 个 i 以 及 某 个 z,EQ; 有 = 地, 则 (zzr0? 一 zz 
Yi Yirt ys 

但 zzx7"'&Q, 由 此 事实 可 知 ,存在 zEP 一 Q 使 得 xz? 二 yy…y,, 其 中 y 或 是 Q 的 生 
成 元 ,或 为 单位 元 . 

车 zx? 隆 1, 则 了 是 (x) 与 Q 的 直 积 ,因而 可 设 z* 取 1, 在 此 情况 下 ,存在 某 个 i 使 得 y 
天 1, 令 j(1<j<<s) 是 使 得 yw 天 1 的 最 小 整数 . 

我 们 现在 有 xz’ 二 y…y,. 因为 P 是 交换 的 , 则 zx* 的 阶 是 y,,…，,y, 阶 的 最 小 公 倍数 
p%, 因 而 |(z)|=p**'. 令 SP 是 除 Q 以 外 的 所 有 Q, 的 直 积 , 则 

IlIRI=IQlUMIQiI=lQl/t 

车 我 们 能 证 明 (z) 几 =1, 则 (x) 页 就 是 阶 为 p1Q| 二 1P| 的 循环 群 的 直 积 , 因 而 
是 循环 群 的 直 积 . 设 xz'E (z), 因 x*E Q, 而 对 每 个 1<n<p,z"EQ, 故 仅 当 plt 时 才 有 
ZEQ. 令 1=mp, 其 中 0<m<p%, 于 是 z==(z?)" 一 yyym. 因 为 mp” 二 |(y))|, 故 
关 1, 这 说 明 z' 在 QQ 二 Q,X…XQ, 的 分 解 式 中 的 第 j 个 分 量 不 为 1, 又 由 忌 的 作法 知 ， 
《x) 败 @=1. 结论 得 证 . 

定理 2. 9. 11( 有 限 交 换 群 基本 定理 ) ”有限 交换 群 是 循环 p 群 的 直 积 . 

证 明 由 定理 2. 9.4 知 ,有 限 交 换 群 是 它 的 Sylow 子 群 的 直 积 . 又 由 定理 2. 9. 6 
知 ,每 一 个 Sylow 子 群 是 循环 p 群 的 直 积 . 结论 得 证 . 

定理 2.9.12 设 G 为 p’ 阶 非 交换 群 , 则 G 同 构 于 下 列 四 种 群 之 一 : 

(Dp#2: 

(DG=(z,y|y =z7=1,7 1yr=y "Zp XZ,s 
(DG=(z,y|z=y=z?=1,[z,y]=z,[z,z]=[y,zJ]=1)Q(Z,X2,) XZ,; 

(2)p=2: 

Giii) G= (zsy| y% 一 愤 一 1,zriyz 一 2)22Z,XZ:( 二 面体 群 )， 
(iv)G=(z,y| z 一 1 一 六 ,zyz 一 交 )( 四 元 数 群 ). 

证 明 ”我们 分 两 种 情况 讨论 :p 关 2 与 p= 二 2. 

(Dp#2 

(DG 含有 阶 元 . 我们 希望 证 明 存 在 p 阶 元 z,p? 阶 元 > 使 得 zx 所 4?)》. 因为 在 这 


p 


ee pe 
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种 情况 下 (y) <G, 从 而 G=(y)X(z) 且 G 各 ZXZ,. 因为 G 为 p* 阶 群 , 故 存在 xz (y). 
若 xz’ 二 1, 则 结论 得 证 . 

设 zx? 取 1, 则 |Z(G)|=p 且 (y) 门 2(G) 隆 1. 由 此 得 Z(G)<(y), 又 Z(G)=(y)， 

于 是 |G/Z(G)|=p*, 又 G/Z(G) 不 是 循环 群 ,因而 exp(G/2Z(G))=p. 

因为 (xZ(G))*=2Z(G), 而 xz* 关 1, 故 存在 1<k<p, 使 得 x? 二 x”?, 用 y 代替 y “得 
Zz/ 二 y ?因为 (y) 二 (Y*), 故 仍 有 |y|==p*,z&《y). 因为 G 是 非 交 换 的 ,G/Z(G) 是 交换 
的 , 故 G=2Z(G). 

特别 地 ,[z,y]EZ(G),(zy)" 二 z?y?[zwy] .用 z 代 替 zy, 我 们 仍 有 xz&(y)， 
于 是 zx 和 y 即 为 所 求 . 

下 证 半 直 积 的 唯一 性 .由 Aut(Zz) 是 p(p 一 1) 阶 的 交换 群 , 再 由 Sylow 定理 知 ， 
Aut(Z/z) 恰 有 一 个 p 阶 子 群 ,于 是 存在 Z, 到 Aut(2Zx) 的 一 个 单 同 态 ( 可 取 为 共 思 变 
换 ) 使 其 同 态 像 为 p 阶 子 群 ,而 任何 两 个 单 同 态 有 相同 的 像 . 由 直 积 Z,: XZ 的 唯一 性 ， 
即 含有 p? 阶 元 的 户 阶 群 恰 有 一 个 同 构 类 . 

(iDG 没有 一 个 pr 阶 元 . 从 (i) 的 证 明 过 程 可 知 ,G 是 一 个 p? 阶 的 极 大 子 群 ,H 句 2， 
XZ, 与 不 在 H 中 的 一 个 p 阶 元 生成 的 子 群居 舌 Z， 的 半 直 积 ,因而 我 们 只 需 证 半 直 积 
的 唯一 性 . 


b 
由 Aut(Z, XZ2,)2GL(2,p), 当 ZXZ,= (7r) xX (时 ,| 下 EGL(2,p) 对 应 于 
c 


Aut(Z，,XZ,) 的 自 同 构 pg: 一 > yy 一 > zy , 则 
[Aut(Z, XZ2,)|=p(p—1)*(p+1) 
又 由 Sylow 定理 知 ,Aut(Z,X2,) 中 所 有 p 阶 子 群 是 共 堪 的 , 令 y 和 r+ 是 2 到 Aut 
〈Z,XZ,) 的 单 同 态 ( 这 样 的 单 同 态 一 定 存在 ). 


例如 , 令 Zv 的 一 个 生成 元 对 应 于 由 | 所 确定 的 自 同 构 9 于 是 存在 fE Aut 


(Z，X2,) 使 得 r(2Z,)= 二 fyp(Z,) 广 ?二 (J，Y)(Z,), 其 中 了 是 由 诱导 出 的 Aut(Z，X2,) 
的 自 同 构 , 我 们 有 
(ZXZ,) X22Z, XL) XI. 02, AZ, XZ,) Xp. Z, 

结论 得 证 . 

(2)p=2 

(iii) 由 G6 一定 有 4 阶 元 ,; 设 + 和 yy 分 别 为 G 中 2 阶 元 和 4 阶 元 使 得 z&(y). 若 GG 
中 2 阶 元 的 个 数 不 等 于 1, 则 类 似 于 (i) 的 证 明 可 知 G2Z,X,Z: 纪 Des, 其 中 Ds 为 二 面体 
群 沙 为 Z: 到 Aut(Z,)S2Z; 的 唯一 单 同 态 . 

(iv) 设 上 是 'G 唯一 的 2 阶 元 , 令 z,yEG, 如 (前 ) 所 设 , 则 Q=《y)<IG,G/Q= (zxQ). 


第 2 章 群 的 结构 “67。 


因为 |z| 关 2, 故 有 x*=t==y. 由 此 可 见 ,G 中 每 个 元 可 唯一 表示 为 ,其 中 1<a<<1,1 
三 b<3. 同时 不 难 证 明 ,yz 一 zy 
由 此 我 们 可 完全 决定 G 的 任意 两 个 元 素 的 运算 . 因而 车 这 样 的 群 存在 , 则 在 同 构 


意义 下 , 它 是 唯一 的 . 为 证 明 存在 性 ,考虑 SL(2,3) 中 由 元 素 z| | | 生 
成 的 子 群 于. 
易 验证 月 是 一 个 8 阶 非 交换 群 且 有 唯一 的 2 阶 元 二 一 | 


我 们 已 经 介绍 了 几 类 重要 的 群 : 
{循环 群 }C { 交 换 群 )C{ 等 零 群 )C{ 超 可 解 群 )C{ 可 解 群 ). 


| 
0 2) 


问题 2.9 


1. 求 证 :ZC(NXH)=Z(H)XZ(N). 

2. 设 G 为 有 限 宕 零 群 ,G/G' 是 循环 群 ,证 明 :G 是 循环 群 . 

3. 设 G 为 有 限 群 ,PESly,(G), 证 明 : 若 Ne(P)SEHSG, 则 Ne(H)=H. 

4. 证 明 :G 为 有 限 筹 零 群 仿 对 Y z,yEG, 只 要 (|zl,|y|) 一 1, 就 有 zy 一 yz. 

5, 证 明 : 有 限 筹 零 群 的 子 群 和 商 群 都 是 吞 零 群 . 有 限 短 零 群 的 直 积 也 是 短 零 群 . 

6. 求 证 :有 限 群 C 是 二 面体 群 的 充 要 条 件 是 G 可 由 两 个 2 阶 元 x 和 y 生成 . 特别 
地 ,G= (zy) Xx (zx). 

7. 如 果 G 是 有 限 短 零 群 , 且 pp.…p, 是 乘积 等 于 G 的 阶 的 任意 地 排列 的 素数 , 则 
G 具有 合成 群 列 C 一 Co>>C, 二 …>G,=1, 这 里 G,-,/G, 的 阶 是 户 。 
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群 论 研究 可 以 分 成 两 个 方面 ,一 方面 是 对 给 定 的 有 背景 的 重要 群 ,如 各 种 对 象 的 对 
称 群 .置换 群 .矩阵 群 (与 几何 ,物理 的 联系 )、 有 限 单 群 .可 解 群 (与 解 代数 方程 有 联系 ) 
等 等 ,讨论 群 的 结构 ,以 及 它 与 其 他 群 的 关系 ( 群 的 表示 问题 ), 另 一 方面 是 尽 可 能 多 地 
构造 出 一 些 新 的 群 来 ,或 者 是 借助 于 已 知 群 去 构造 新 群 ,或 者 就 是 根据 需要 去 构造 新 
群 . 常 称 前 者 为 群 的 结构 理论 和 表示 理论 ;而 称 后 者 为 群 的 构造 理论 . 

前 面 讨论 过 的 子 群 . 商 群 ,都 是 从 一 个 已 知 群 获得 新 群 的 方法 . 

例如 ,从 一 般 线性 群 GL, (FF) 得 到 其 子 群 SL,(F), 以 及 从 SL,(F) 得 到 PSL,(F) 
等 等 . 

由 两 个 已 知 群 K 和 妃 , 可 以 构造 一 个 新 的 群 , 即 它们 的 外 直 积 吾 天. 由 已 知 的 两 
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个 群 妃 和 天 ,还 可 用 别 的 方法 构造 新 群 吗 ? 
一 个 我 们 非常 感 兴趣 的 问题 是 :能 否 构造 一 个 群 G, 它 以 五 为 正规 子 群 ( 即 它 有 一 
个 正规 子 群 与 如 同 构 ), 而 它 关 于 五 的 商 群 G/ 互 宅 K, 即 所 谓 群 -五 借助 于 群 的 扩 
张 问题 . 这 个 问题 的 重要 性 我 们 已 在 有 限 群 的 讨论 中 看 到 过 了 . 下 面 我 们 来 构造 自由 
群 . 
著名 的 Cayley 定理 说 :一 个 n 阶 有 限 群 可 以 看 作 元 对 称 群 5, 的 一 个 子 群 . 与 此 
对 偶 地 我 们 可 以 问 :是 否 可 找到 一 个 群 G, 使 得 某 一 类 群 中 的 所 有 群 都 是 这 个 群 G 的 同 
态 像 ? 
如 果 这 样 的 群 G 存在 ,那么 研究 这 类 群 就 归结 为 研究 群 忆 的 商 群 ,这 就 与 研究 有 
限 群 就 是 研究 群 5, 的 子 群 相当 了 . 在 前 面 曾 说 过 ,如 果 有 满 同 态 GG', 则 群 G 中 的 一 
些 关系 式 必 传递 给 G', 这 样 上 面 我 们 想 找 的 那个 群 G, 必 是 相当 “自由 ”的 群 , 即 是 关系 
很 少 的 群 ， 
这 样 的 群 我 们 已 见 过 ,加 群 Z 和 循环 群 之 间 就 有 这 种 关系 : 任 一 循环 群 都 是 群 Z 
的 同 态 像 . 下 面 首先 来 推广 这 一 结果 . 
定理 2. 10. 1 ”任意 由 个 元 素 生成 的 交换 群 G 都 是 Z" 的 同 态 像 . 
证 明 首先 证 明 2Z" 中 每 个 元 素 可 以 唯一 表示 成 me 十 … 十 mwes,m,E 2Z 的 形式 . 
任 取 aE2Z", 则 
4 一 mm ms) = m0 ,0) 二 (00 0) 十 
“二 (0.001) =per 二 + 十 mre,. 
即 a 可 表 成 上 面 的 形式 .车 ei 十 … 十 re 二 muei 十 … 十 mie,, 则 有 
《00) 一 (mm 一 ml)ei 十 … 十 (Cr Ma)es = 71 一 mily sO— mm) 
即 在 群 Z 中 有 一 m==0, 即 x 二 mwi==1,2,…,n, 即 证 得 表示 形式 的 唯一 性 . 
再 看 由 个 元 素 g，，,…，,g, 祭 成 的 交换 群 G( 其 运算 也 记 作 十 ), 这 时 G 的 每 一 个 元 
素 g 都 可 表 成 某 些 g.(i 一 1,…,n) 的 和 . 注意 到 G 是 交换 群 ,我 们 可 以 把 同一 脚 标的 g,， 
一 gi 调换 到 一 起 ,这 样 就 有 
QQ 一 181 十 … 十 jgwy22EZ 
规定 
PZ Gumet tme, > pg" mgs 
由 于 上 面 形式 的 存在 性 和 唯一 性 ,得 pg 是 一 个 映射 , 且 是 满 射 . 容易 验证 ,是 保持 
运算 的 , 则 是 Z" 到 G 上 的 同 态 映射 . 
定义 2.10.1 称 群 Z" 为 n 阶 自由 交换 群 . 
现在 我 们 进一步 研究 某 些 群 的 结构 ,首先 介绍 约束 条 件 最 少 的 群 一 一 自由 群 以 及 
用 定义 关系 刻画 群 结构 的 方法 . 
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定义 2.10.2 设 5 为 任意 集合 ,S 中 有 限 个 元 素 zyzz,…vzv 连 在 一 起 叫做 是 一 
个 字 . 字 zx"*T 和 yi…3yw 相等 ,如 果 n==m 且 z= 二 yi,1<i<n. 
以 3" (S) 表 示 所 有 这 样 的 字 ( 包 括 空 字 1) 组 成 的 集合 ,在 3 (S) 中 定义 两 个 字 的 
运算 为 : 
(ZiT2 TA (ia Yn) TI TY Yn 
对 每 个 字 a€E 3"(S) 规 定 1a=al 二 a, 则 这 个 运算 显然 满足 结合 律 ,从 而 "(5) 对 
上 述 运算 形成 一 个 么 半 群 , 称 为 集合 S 上 的 自由 么 半 群 . 
集合 5S 叫做 "(5S) 的 基 .“ 自 由 ”一 词 意 味 着 "(5) 中 除了 含 么 半 群 定义 中 的 要 求 
之 外 ,没有 任何 其 他 拘束 条 件 . 
如 果 将 自由 含 么 半 群 3" (S) 扩 大 成 群 ,Y zxES 应 当 有 逆 元 素 ,所 以 给 了 集合 S 之 
后 ,再 考虑 集合 S 一 一 (zzES}. 令 
F(S)={ads"a, la ESUST ,1<i<n}, 
这 里 当 ” 一 0 时 ,规定 a1…a, 二 1,F(S) 中 运算 仍 定义 为 
Caran) (bynesbn) =arr"asbinn bs 
但 是 约定 aa-'=a-'a=1, 对 Y a€EF(S),1*a=a*1=a. 例 如 (ab)(b"!c) 二 ac， 
(ab) (p71a™') 二 1 等 等 .这 时 ,FR(5S) 中 每 个 元 素 均 有 道 元 素 , 例 如 a :的 逆 元 素 为 a， 
(lab 1c) '=c Wba .FR(S) 对 于 上 述 运算 和 约定 成 群 ,叫做 集合 'S 上 的 自由 群 ,S 叫做 
此 自由 群 的 基 . 显然 S 是 群 (S) 的 一 个 生成 元 系 . 
定义 2.10.3 如 果 S 是 有 限 集 , 则 RS) 叫 做 有 限 生成 自由 群 . 
特别 地 , 当 S= (ae}) 时 ,F(S)=(a) 一 (olmEZ} 就 是 无 限 循环 群 ,而 当 |S| 三 2 时 ， 
(5S) 是 无 限 非 Abel 群 . 
定理 2. 10.2 每 个 群 都 是 自由 群 的 商 群 . 每 个 有 限 生 成 群 都 是 有 限 生成 自由 群 的 
商 群 . 
证 明 设 G 为 群 . 取 G 的 一 个 生成 元 系 3《 例 如 可 取 二 G), 定 义 集合 S= {Xla 
ES5), 并 考虑 映射 :FF(S)->G, 其 中 (Xs)=a,f(X,，)=a7!. 
然后 对 于 A:E3U3 1'(1<i<n) ,定义 : 
fA1%A) =f (A) fA.). 
这 个 映射 是 可 以 定义 的 , 即 不 依赖 于 (5S) 中 元 素 的 不 同 表达 方式 ,因为 不 同 表达 
方式 是 由 于 插入 或 消去 X.X。' 或 义 。'X。 造成 的 ,而 
f (XX =aa =1f (XX )=a!a=1. 
进一步 易 知 了 是 群 同 态 , 并 且 是 满 的 ,因为 对 每 个 生成 元 aE 3,4a 二 f(X.)€Imf， 
从 而 G=(3)=Imf. 根据 同 态 基 本 定理 ,G 宇 F(S)/Kerf, 即 G 同 构 于 自由 群 F(S) 的 
商 群 . 如 果 G 是 有 限 生成 的 , 令 有 限 集 号 是 G 的 一 个 生成 元 系 ; 则 S=={ X.laE3) 也 是 
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有 限 集 ,从 而 FR(S) 为 有 限 生成 自由 群 : 

设 C 同 构 于 自由 群 R(S) 的 商 群 ,7 : F(S)/KS2G,K 是 所 (S) 的 正规 子 群 , 则 G 是 
由 7(S) 王 卫生 成 的 ,进一步 ,对 KK 中 每 个 元 素 a,G 中 就 有 一 个 等 式 f(a)=16,K 中 有 
多 少 元 素 ,G 中 就 相应 有 多 少 个 关系 . 如 果 书 是 天 的 一 个 子 集 , 且 K 是 F(S) 中 包含 PP 
的 最 小 正规 子 群 (叫做 由 PP 生成 的 正规 子 群 ), 则 天 中 每 个 元 素 均 可 由 P 在 F(S) 中 的 
全 部 共 思 集 合 的 元 素 运 算出 来 ,反映 在 群 G 中 ,G 的 所 有 关系 均 可 由 中 元 素 给 出 的 
关系 推导 出 来 . 

定义 2. 10.4 我 们 把 由 P 中 元 素 给 出 的 那些 关系 全 体 叫做 群 G 的 定义 关系 集 ,并 
且 群 G 写 成 G=(3|f(a)=1,Y 4EP), 这 种 刻画 群 的 方式 为 群 G 的 一 个 表现 . 

例如 令 5= {a,5},K 是 FF(S) 中 的 元 素 oa 和 (ab)* 生成 的 正规 子 群 ,如 果 G 刍 让 
(CS)/K, 则 G 的 结构 可 以 写成 G=(4,B|A4’=(4B):=1). 

例 2.10.1 以 gp 表示 关系 集合 为 空 集 .G 二 (S|p) 即 是 以 5 为 基 的 自由 群 ,因为 此 
时 K={1),GEQF(S)/{1}=F(S). 

例 2.10.2 志和 句 (a)/(a")=F(S)/(a"), 其 中 5 二 {4), 因 而 阶 循环 群 的 表现 为 
2,=(ala"=1). 

例 2.10.3 正 n(n 之 3) 边 形 对 称 群 D, 是 2n 阶 群 , 它 有 生成 元 (o,r), 其 中 四 一 
三 1,(ro)?=1. 令 下 是 以 {a,5) 为 基 的 自由 群 , 则 有 群 的 满 同 态 /: FD,,f(a)=0, 
了 (5) 二 +, 由 同 态 基本 定理 可 知 D, 和 2F/Kerf. 

由 于 f(a)=@=1,f(6)=r=1,f((60))=(ro)?=1va",b:, (Day?E Kerf. 邻 K 
是 正中 由 a", 忆 ,(ba)* 生成 的 正规 子 群 , 则 KK 过 Ker/. 

现在 考虑 商 群 F/K. 以 4 和 BB 分 别 表示 a 和 4 在 F/K 中 的 象 , 则 A" 二 B= 二 (BA): 
三 1,F/K 可 由 (4,B}) 生 成 ,由 于 BA=A-1B-'=A"-1B,F/K 中 元 素 可 表示 成 A'B'(0 
i<n 一 1,0< 让 ,从 而 |F/K|<2n. 

2n=|D,|=|F/Kerf|=|F/K|/|Kerf/K|<2n /|Kerf/K| 
因此 ,K 二 Kerf,D,2F/K, 于 是 D, 有 如 下 的 表现 : 
D.=(a,bla"=b= (ba)’=1) 

例 2.10.4 令 Q,==(a,bla'=1, 所 =a7,ba 二 a3b). Qs 中 每 个 元 素 均 可 写成 a (0 

i<3,0<j<<1), 从 而 |Q, | 过 8. 我 们 有 一 个 具体 矩阵 群 G=(4,B), 其 中 


WP tp 3 
全 o's=| o Dd 
满足 4'=1,B:=A?,84= 4:B. 


并 且 可 直接 验证 4'B'(0<i<3,0<j<1) 为 8 个 不 同 的 矩阵 ,因此 |G| 二 8. 然后 可 
按 例 2. 10. 3 的 方法 得 出 CS2Q,, 即 Q, 为 8 阶 非 Abel 群 . 
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定义 2.10.5 设 5 为 任意 集合 ,表现 为 二 (S|ba 一 ab,Y a,bE5S) 的 群 叫 做 以 S 
为 基 ( 或 在 S 上 ) 的 自由 Abel 群 . 
由 于 元 素 可 交换 ,所 以 下 中 元 素 均 可 写成 
g=ahap"a (r>0mEZ nA0,a€ES,1<i<r) 
其 中 a1,a:,… ,a, 是 5S 中 不 同 元 素 ,并 且 若 不 考虑 前 后 次 序 ,g 的 这 个 表达 方式 是 唯一 
的 . 可 以 像 定 理 2. 10. 1 那样 证 明 每 个 (有 限 生成 )Abel 群 均 是 (有 限 生成 ) 自 由 Abel 群 
的 商 群 .为 了 进一步 看 清 有 限 生 成 自由 Abel 群 的 结构 ,我 们 现在 引进 群 的 直 积 . 
定义 2.10.6 设 G,,…,G, 是 群 ,在 集合 的 直 积 
G=G1X "XG,={(g1"" 8") |g EG 1<i<n} 
中 定义 运算 
gir gs) (gr 1 gn) = (gg 1 Bag n), 
易 证 G 对 此 运算 成 群 ,叫做 群 G,，,…,G, 的 直 积 . 
它 的 么 元 素 为 (16,,… ,16,) ,元 素 (gy，…,g,) 的 逆 为 (g7”，… ,8g。'). 
设 G 和 kK 是 群 , 则 GX1={(g,1)lgEG} 和 1XK={(1,k)|IkEK}) 是 GXK 的 两 
个 子 群 ,并 且 GX1 句 G,1XKK.GX1 中 元 素 和 1XK 中 元 素 可 交换 ,CGX 天 一 (GX 
DAXK),(GxVNAXK)={1). 
引 理 2.10.3 设 H,K<G,HNK=(1),G=HK, 且 对 每 个 hE H,kEK,hk= 
kh, 则 GHXK. 
证 明 由 G=HK 和 HH 中 元 素 与 中 元 素 的 交换 性 ,可 知 G 中 每 个 元 素 均 可 表 
成 g==hk,hEH,kEK. 再 由 太 作 K={1),g 的 这 个 表达 式 是 唯一 的 . 于 是 我 们 可 以 定 
义 f:G>HXK,hk >(h,k). 
由 上 知 这 是 一 一 对 应 ,并 且 f (Chk) (Chk)) 二 了 Chh' ,kk') = (hh' ,kk') = f (hk, 
h'k'), 从 而 f 为 同 构 , 即 GH XK. 
下 面 定理 是 判别 一 个 群 为 某 些 子 群 直 积 的 方法 . 
以 后 将 G=GX … XG, 中 元 素 (g1,1,…,1) 等 同 于 G, 中 元 素 g1, 由 此 将 Gi 看 成 
是 G 的 正规 子 群 .类 似 地 ,G:,…',G. 也 自然 地 看 成 G 的 正规 子 群 ,从 而 G 的 每 个 元 素 
唯一 地 表 成 g 二 gi1"…g,(g1€ Gi) 
定理 2. 10.4 设 G,…,G, 是 G 的 正规 子 群 ,n 宇 2, 则 以 下 三 条 件 是 彼此 等 价 的 : 
(DG=G1X "XG, 
(2)G 中 每 个 元 素 可 以 唯一 表示 成 g 二 g1…g。 其 中 g;€ Gi; 
(3)G=G1…G,, 且 对 每 个 m,1<m<<n, (ciG…G 站 Go 一 {1). 
证 明 〈1) 一 (2), 如 定理 前 面 的 约定 ,G 中 元 素 (g,,…,g,) 唯 一 地 写成 
(oy De oe 
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(2) 过 >(3) 设 gE (Gi…G。_D)NG。, 则 有 所 EG; 使 得 g 二 g1…g,_, 二 gs 于 是 1=g， 
gm-18m ,由 (2) 中 唯一 性 假设 ,g。-'=1, 从 而 g 二 g,==1, 即 
(G1*%G,_)NG.={1}. 
(3) 二 (由). 令 J 二 G1…G。 由 Gi 是 G 的 正规 子 群 (1<i<n) ,J 是 G 的 正规 子 群 . 
现在 对 m 归纳 证 明 J,=G,X *…XG.(2<m<n). 
当 m=2 时 ,Y gE G1,g; EG 
Bg1BT ET —g1(g8s87" 81") = (gg:81')g7'EGNGs= {1}, gg,=g2g1, 
由 引 理 2.10.1,J, 一 GiXGz. 现在 设 J 二 G1X …XG。 14, 则 JJ。11G。 是 G 的 正 
规 子 群 ,7 一 Jn-;G, 且 由 (3) 中 假设 J。_1 站 G。 二 {1), 于 是 由 定理 2.10.1 知 ， 
XGa=GX so XO 
特别 当 m=n 时 ,G=J,=G1X *…XG,. 
现在 回 到 有 限 生成 自由 Abel 群 G. 设 它 的 基 为 S={a,…,a,), 则 GG 中 每 个 元 素 唯 
一 表示 成 ga? ，…ay ,EZ, 由 于 Abel 群 G 的 子 群 G,=(a,) 均 是 正规 的 ,从 定理 2. 
10.2 的 (2) 即 知 G=G1X …XG,. 但 是 G= (ai 是 无 限 循环 群 ,G 同 构 于 个 无 限 循环 
群 的 直 积 . 
对 于 群 G, 把 个 群 G 的 直 积 写成 G", 而 令 G,={g"|gEG). 当 G 为 Abel 群 时 ,G。 
是 G 的 子 群 .现在 设 G 是 有 限 生成 自由 Abel 群 , 则 
G=(a)X …X(ar)22Zr， 
其 中 (a,) 均 是 无 限 循环 群 . 
对 每 个 n 宇 2,G,= 《af) X … x (a’)， 
G/G.Q((a) /lat) X Xa) (a) LQ XZ’; 


因此 数 x 二 log |G/G,|/logn 是 由 群 G 本 身 所 唯一 决定 的 . 换 句 话说 ,如 果 GZ 且 
又 G 名 Zz", 则 x 二 s, 所 以 ,有 限 生成 自由 Abel 群 本 质 上 是 Zr 一 1,2,…) ,并 且 它 们 互 不 
同 构 . 

定义 2.10.7 ”如果 GS2Zr,r 称 为 有 限 生成 自由 Abel 群 G 的 秩 , 记 为 rank(G)。 

综合 上 述 , 我 们 证 明了 下 面 的 结构 定理 . 

定理 2. 10.5 有 限 生成 自由 Abel 群 G 同 构 于 有 限 个 无 限 循 环 群 的 直 积 ,GZr,r 
=rank(G)>1. 

两 个 这 样 的 群 G 和 G' 同 构 SSrank(G) = 二 rank(G'). 

推论 2.10.6 设 S 和 5S' 是 有 限 生成 自由 Abel 群 G 的 两 组 基 , 则 |S|=|s'|. 


问题 2.10 
l 令 6G=(g1,g:，…，,g,) 由 2 个 元 素 生 成 ,如 果 G 的 子 群 A 具有 有 限 指数 , 则 4 可 
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以 由 2n[G : 4] 个 元 素 生成 . 
2. 若 "3, 试 问 4.X2Z: 与 5, 是 否 同 构 ? 
3. 设 Cl,Gz,G; 为 群 , 则 
DG XG:2G6, XG 
2) (GX G;) X G261X (G1 XG3). 
4. 如 果 为 正 整数 ,求证 :D2D, XZ,. 
5. 设 G, 和 G* 是 非 交 换 单 群 , 则 G,XG; 的 非 平凡 正规 子 群 只 有 G, 和 G;. 
6. 设 G1<i<N) 为 群 , 则 
DC(G,XG:X **XG,)=C(G) XC(G) Xx + XC(G,); 
2)G1XGsX …XG, 为 Abel 群 当 且 仅 当 每 个 G 均 为 Abel 群 . 
7. 设 Gi(1<i<n) 为 群 ,N,<G,, 则 
DN,XN;X …XN<GIXG:X XG, 
ZNIX NsX …XNi<GXG:X » XG i,N, AG, 
3) 当 NiX …XN, 是 GiX …XG. 的 正规 子 群 时 ， 
GIX …XGVNIX …XN22GHMNIX XG/N,. 
8. 试 证 :5X7X3 阶 群 一 定 是 循环 群 . 
9. 令 G=G1XG1,H<AG 且 HNG,=1,i=1,2. 试 证 :H 是 Abel 群 . 
10, 设 sn,… 为 自然 数 , 则 
DZ X Zs2Z, ln mn)=1; 
2) 如 果 n,ns，… sn, 两 两 互 素 , 则 ZX ZX …* X22 


dy 
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在 本 节 中 ,我 们 把 Abel 群 4 中 运算 写成 加 法 , 么 元 素 为 0, 元素 a 的 道 是 一 am 个 
4 运算 为 a 十 a 十 … 十 a 二 na, 有 限 阶 元 素 a 的 阶 为 满足 ne 一 0 的 最 小 正 整数 .nA= {na 
la€ 4), 直 积 则 改 叫做 直 和 并 且 写 成 4 外 A',n 个 4 的 直 和 仍 表 成 A". 

定理 2.11.1 有 限 生成 自由 Abel 群 F 的 每 个 子 群 G(G 关 {0)) 仍 是 有 限 生成 自由 
Abel 群 , 且 rank(G)<rank(F). 

证 明 当 m=1 时 ,由 无 限 循环 群 的 子 群 特性 可 知 定理 2. 11. 1 成 立 .现在 假设 定理 
对 于 秩 小 于 的 所 有 自由 Abel 群 均 成 立 . 以 S 表示 集合 {*EZ| 存 在 下 的 一 组 基 {y， 
… ,yr) ,使 得 G 中 有 形 如 sy 十 kys 十 … 十 hy,(k;EZ) 的 元 素 } ,注意 {ys,y，,…,y,}) 也 是 
玉 的 一 组 基 , 从 而 hE5. 类 似 地 ,对 于 每 个 ES, 由 于 G 关 {0},S 中 有 非 零 整数 . 易 知 
车 s€E5, 则 一 s€E5, 因 此 S 中 有 非 零 正 整 数 . 以 d, 表示 5 中 的 最 小 正 整数 ,于 是 存在 v 
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=diyi+ hay 二 hy, EG. 
令 句 =digi 十 ri(0<r<d,), 则 
4 一 由 (六 十 qzyz 十 … 十 guyo) 十 rayz 十 … 十 rayo)， 

令吉 二 1 十 gay 十 十 gnyns (TI,y2，"…* ys) 也 是 下 的 一 组 基 , 从 而 7;ES, 由 di 的 极 
小 性 知 志 ==0(2<i<n). 因此 v=diz1 EG. 令 韭 = (ys，,…,y,), 这 是 秩 为 x 一 1 的 自由 
Abel 群 . 

我 们 现在 证 明 G=(v)@(GNH)= (diz)@(GNH). 

首先 ,由 于 {z1,y2，…，,y,) 为 的 基 ,(v) 几 (GNH)={0); 其 次 对 每 个 元 素 u=4z， 
+tzyst tty E GE Z). 

令 

4=diqt+rni,0Srn<divwu—qv=nrttyt "ty EG, 
由 di 的 极 小 性 知 六 一 0, 于 是 
tayst thy EGNH,u=gwt+ (tyst tty) € (v)+ (GNH), 

因此 G= (dz)@(Gn 万 ). 

如 果 GNH={0), 则 G= (diz) ,定理 成 立 . 

如 果 GNH 取 (0), 则 GNH 是 秩 为 ”一 1 的 自由 Abel 群 H 的 子 群 ,根据 归纳 假设 
存在 H 的 一 组 基 {zsy…yzo), 正 数 rds,…,d 使 得 心 | 如 |…|1d, 且 GH 一 (dry) 略 … 
田 (d,z,), 于 是 

F=(z)® "Bz) ,G6= (dz) Odzr,). 

令 d=gdi 十 r,0<r<di, 则 {zs 十 qzzsyz3，"…,T,) 为 的 基 , 而 

rza 十 由 (zi 十 gz 一心 zi 十 drsEG， 
则 rE5, 由 di 的 极 小 性 知 r=0; 即 dla; 

定理 2. 11. 2 有 限 生成 Abel 群 4 均 同 构 于 Z'@BZ。 四 … 田 Z。 ,其 中 ,二 0,1 一 
mS "Sm Bm me| | 

证 明 不 妨 设 A 去 {0), 且 4 是 由 个 元 素 生 成 的 . 于 是 4 同 构 于 秩 为 的 自由 
Abel 群 的 商 群 :A 绽 F/K. 如 果 玉 二 {0), 则 422F, 从 而 为 > 一 mt 一 0 的 情形 .如果 下 
的 子 群 K 隆 {0}, 由 定理 2.11.1 知 存在 zz,…,z,EF,d1,…,d,E2Z,di|ds| …|d,, 使 得 

下 一 (zi 图 *…@(z),K=(diz)® Od, zx). 
令 d+ 一 … 一 心 一 0, 我 们 有 
G QF/KEE((T)/ dn) Dz) (dr,)) 
Qn)/ dn)® BT/ (dz) BDZ" 
注意 :《z)/(z) 二 人 0}, 以 my,… sm 表示 d，,…,d, 中 不 为 1 的 那些 数 , 则 
G27'OBZn® …OZ,, ,其 中 r=n 一 s, 且 mi |ms)*** |m,. 
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设 4 是 有 限 生 成 Abel 群 ,以 4, 表示 4 中 有 限 阶 元 素 全 体 . 如 果 a 和 46 分 别 是 A 
中 阶 数 为 > 和 <* 的 元 素 , 则 a-' 和 ab 的 阶 分 别 是 > 和 [r,s]C 和 s 的 最 小 公 倍 数 ). 从 而 
4, 是 4 的 子 群 ,叫做 4 的 扭 子 群 . 易 知 A, 是 有 限 Abel 群 . 

定理 2.11.3 设 4 和 B 是 有 限 生成 Abel 群 ， 

(1) 存 在 4 的 有 限 生成 自由 Abel 子 群 hj, 使 得 4=4/ 四 4 

(2) 如 果 4 一 4 由 4,B 一 B/ 田 有 ,其 中 4r 和 By 分 别 为 4 和 BB 的 有 限 生成 自由 
Abel 子 群 , 则 4S2Berank4y 一 rankBy 且 4A, 和 2B,. 

证 明 〈1) 根 据 定理 2. 11. 2, 存 在 同 构 :A 鱼 2;@BT, 其 中 

T=Z, ® BZ,,, 1m |m: | | 

不 难看 出 Z" 思 7 的 扭 子 群 就 是 了 ,因此 yg7'(T) 就 是 4 的 扭 子 群 4,, 记 A/= 
1(2"), 则 4/22Z 且 4 一 4/ 四 4 

(2) 如 果 422B, 则 422 有 ,从 而 4/224/422B/BS2B1, 于 是 rank4y 一 rankB/。 

反之 ,着 rankAj=rankBj, 则 4/22B1r. 如 果 又 有 422B, 则 4=4/ 田 422B/ 田 有 = 
B. 

每 个 有 限 生成 Abel 群 4 均 同 构 于 Z" 田 4,, 其 中 ~ 是 由 4 唯一 决定 的 ,叫做 4 的 
秩 , 记 为 rank4. 当 A 为 有 限 生成 自由 Abel 群 时 4,=10} ,可 知 这 里 秩 的 定义 与 对 自由 
Abel 群情 形 的 定义 是 一 致 的 . 

定理 2.11.4 设 A 为 有 限 Abel 群 ,A 去 {0). 

(存在 1<m |ms| …|m(t 三 1) ,使 得 422Zw 田 … 四 Zn yz) ,由 A 唯一 确 
定 ; 

(2) 存 在 一 组 正 整数 {( 刀 ,pp2，… ,pp) ,pp，，… ,ps 为 素数 ,s,… ,si 为 正 整数 ,使 得 4 
名 Zm 昌 … 四 Z%, 且 集合 {P,P ，,… ,PP2}) 由 群 A 唯一 决定 . 

证 明 有 限 Abel 群 当然 是 有 限 生成 的 ,由 定理 2.11.2 有 Z.。 田 …@ 四 Z。,y 中 元 素 
除 0 外 均 为 无 限 阶 元 素 , 而 有 限 群 4 中 元 素 均 为 有 限 阶 的 ,因此 ==0， 

AQZ BD DZ,,, 
从 而 得 到 (1) 中 的 分 解 式 . 令 m= 二 ph… 刀 ,其 中 p,，… ,pi 是 不 同 的 素数 ,入 为 正 整数 ， 
则 Zm 晨 Z 加 田 … 旬 2 记 , 将 Ze ，…Z。 也 如 此 作成 一 些 素 数 寡 阶 的 循环 群 的 直 和 , 便 得 
到 (2) 中 的 分 解 式 .下面 再 证 满足 定理 条 件 的 (mz,，…,m,} 和 {pp ，,…,p%} 的 唯一 性 . 

先 证 {如 ，… ,px} 的 唯一 性 ,对 于 每 个 素数 p, 有 限 群 G 的 Sylowp- 群 是 彼此 共 罗 
的 ,并 且 G 中 每 个 阶 为 p 方 蜂 的 元 素 均 在 G 的 某 个 Sylowp- 群 之 中 . 当 G 为 有 限 Abel/ 
群 时 ,每 个 子 群 均 只 与 自己 共 思 , 从 而 对 1G| 每 个 素 因子 p,G 只 有 唯一 的 一 个 Sylowp- 
子 群 C, 并 且 G, 就 是 G 中 全 部 户 方 寒 阶 元 素 所 构成 的 子 群 . 设 1G | 的 素 因子 分 解 式 G 
二 外 ,全 太 , 则 G 一 Gu 四 … 四 Gv, 即 每 个 有 限 Abel 群 是 它 的 所 有 Sylow 子 群 的 直 和 . 
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为 了 对 有 限 Abel 群 4 证明 {ph ,…,p?} 的 唯一 性 ,我 们 只 需 对 它 的 每 个 Sylow 子 群 A， 
证 明 即 可 . 以 下 设 4 为 有 限 Abel 群 , 即 4 的 阶 为 p 方 血 , 这 时 422Zz 四 … 四 2 和 
下 面 证 明 {a,，,…,a,} 的 唯一 性 . 
不 妨 设 1] 委 ww 受 …<a,, 着 又 有 AZ …@Zw,1<o<e 则 pA=pZr 昌 … 四 
pZw, 于 是 A/pA 和 2(Z% /p22)® OZ/p2Y). 
但 是 Zw/pZw 名 2Z,, 因 此 4A/pA 实 Z;, 从 而 |4/pA|=p". 
类 似 地 由 422Zv 四 Zvcs 得 到 |A/pA|==p, 我 们 首先 得 出 r=d . 
假设 a=a ,a1 二 ci 而 ai<ei; 则 由 v1ms| … |m 可知 0<ay<ay<< … 坟 a 
(<j<r). 于 是 Z。 的 Sylowp/- 子 群 为 ZY. 又 
Pp"ALp"ZmD Bp" Zp LZ DB "BDZ, 
同样 有 
PALZ -DB "BZ p" A/ pT ALZy 
(ce 一 acr 一 4 均 为 正 整 数 ) 但 是 w+ 一 aar 一 ai 中 共有 一 : 个 数 ,于 是 
加 44/ 4 又 同 构 于 不 超过 一 :个 Z 的 直 和 ,矛盾 ,从 而 一 c,1si<r 
最 后 证 明 {m，… ,mu} 的 唯一 性 . 设 p,,…,p, 是 |4| 二 my，…,m 的 全 部 素 因子 . 令 
mi 二 pl"pr 宇 0,4A 二 Zm 欠 … 四 Zw 的 Sylowp- 子 群 4 为 
ZW® BZY 0ay< “<a). 
由 上 一 段 已 知 a,,… ,a 中 不 为 0 的 那些 由 w 唯 一 决定 ,因此 由 4 唯一 决定 . 由 条 
件 思 >1 可 知 : 和 所 有 的 wv 均 由 4 唯一 决定 . 因此 {m，…,m,} 由 4 唯一 决定 ,这 就 完 
成 了 定理 的 证 明 . 
定理 2.11.4 中 的 (my,…,m} 岂 做 A 的 不 变 因 子 ,{ 如 ,…,p4) 叫 做 4 的 初等 因 
子 . 对 于 有 限 生成 Abel 群 4,4 的 不 变 因子 和 初等 因子 也 分 别 叫 做 4 的 不 变 因 子 和 初 
等 因子 . 综 上 我 们 得 到 了 有 限 生成 Abel 群 的 结构 定理 . 
定理 2. 11.5 两 个 有 限 生成 Abel 群 同 构 捕 它 们 有 相同 的 秩 和 初等 因子 全 它们 有 
相同 的 秩 和 不 变 因 子 . 
特别 地 ,两 个 有 限 Abel 群 同 构 全 有 相同 的 初等 因子 多 有 相同 的 不 变 因子 . 


问题 2. 11 


1. 设 G 是 由 元 素 a 必 生成 的 群 ,其 中 心 的 定义 关系 为 必 一 六 一 e 和 (ab)* 二 e, 写 出 
元 素 并 证 明 G 与 交代 群 4, 同 构 . 

2. 设 G 是 由 元 素 a,b 生 成 的 群 ,其 中 a,b 的 定义 关系 为 四 一 大 =e 和 ab 二 bra, 又 设 
G' 是 由 元 素 z,y 生成 的 群 ,其 中 zx,y 的 定义 关系 为 z= 二 y* 二 (yz)’=e, 证 明 G 与 G' 同 
构 . 
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3. 设 群 G 是 24 阶 群 且 C(G)=1, 试 证 GS,. 

4. 令 G=G1XGsX …XG,, 且 对 VY i 隆 j,1Gi| 和 |G;| 互 素 , 则 GG 的 任意 子 群 都 是 
它 的 子 群 HNGG=1,2,…,n) 的 直 积 . 

5. 设 G 是 有 限 生成 的 自由 Abel 群 ,rank(4)=r, 如 果 gy,g:,…,g, 是 G 的 一 组 生 
成 元 , 则 n 宇 r. 

6. 设 HSG, 且 [G : HH]=n, 证 明 存 在 K<G, 使 得 KEH 且 [G : Kj|n!. 

7. 设 G 是 有 限 群 , 且 |G|==2m, 其 中 :>0 且 wm 为 奇数 .如 果 G 中 存在 2 阶 循环 子 
群 ,证 明 G 中 存在 子 群 ,使 得 [G : K]=2. 


§ 2.12 群 对 称 性 的 应 用 


群 论 在 数字 通信 、 近 代 物 理 及 计数 问题 等 方面 有 广泛 的 应 用 ,下 面 仅 就 在 计数 方面 
的 应 用 介绍 几 个 问题 . 

首先 解决 如 何 计算 集合 在 群 作用 下 的 轨道 数目 问题 . 

Burnside 定理 ” 设 有 限 群 G 作 用 于 有 限 集 S 上, 则 S 在 G 作 用 下 的 轨道 数目 为 N 


= 关 T >)M(g) ,其 中 MCg) 为 元 素 g 在 S 上 的 不 动 点 数 ,和 式 是 对 每 一 个 群 元 素 求 和 . 
1. 项 链 问 题 


设 有 n 种 颜色 的 珠子 ,要 做 成 有 m 颗 珠子 的 项 链 , 问 可 做 成 多 少 种 不 同 种 类 的 项 
链 ? 

这 里 所 说 的 不 同 种 类 的 项 链 , 指 两 个 项 链 无 论 怎样 旋转 与 翻转 都 不 能 重合 . 在 数学 
上 可 以 描述 为 : 

设 S={1,2,…,m} ,代表 m 颗 珠子 的 集合 ,它们 顺序 排列 组 成 一 个 项 链 ,由 于 每 颗 
珠子 标 有 号 码 ,我 们 称 这 样 的 项 链 为 有 标号 的 项 链 . 4A= {a1,a;,… ,a,) 为 n 种 颜色 的 集 
合 , 则 每 一 个 映射 f:S 一 4 代表 一 个 有 标号 的 项 链 . 令 

I={f|f:S=A}=A’ 
它 是 全 部 有 标号 项 链 的 集合 ,显然 有 | 五 | 一 141'5 = 六 ,是 全 部 有 标号 项 链 的 数目 . 

现在 考虑 二 面体 群 D. 对 集合 五 的 作用 . 设 


1 im km :ey 
| en 
HA 2 
其 中 cE 4. 定 义 g 对 的 作用 为 
se EC2) … a= 和 病 
ci ca Cu Ra 
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则 e(=f ,gg:(f)=f gg) "=fgr'gi ,gi(g(f)=g (fer')=fgr'gr', 
所 以 ig)=g1(g2(N)). 
其 意义 是 ,gE€ D。 对 了 的 作用 就 是 对 项 链 的 点 号 作 一 个 旋转 变换 或 翻转 变换 , 因 
而 有 &ED.。 使 <CAD) 一 万 全 及 与 广 是 同一 类 型 的 所 六 与 万 属于 同一 轨道 . 
因此 ,每 一 类 型 的 项 链 对 应 一 个 轨道 ,不 同类 型 项 链 数 目 就 是 也 在 D, 作用 下 的 轨 
道 数目 ,可 用 Burnside 定理 求解 . 
下 一 个 关键 问题 是 :对 Y gE D。, 如 何 求 & 在 开 上 的 不 动 点 数 M(g), 这 与 g 的 置 
换 类 型 有 关 , 设 g 是 一 个 1 ,2…zmx: 型 置换 ,g 的 轮换 分 解 式 可 表示 为 ， 
B= Ce ee es 
其 中 有 7r 个 (，), 有 s 个 (。。)*…. 可 以 证 明 g( 由 = 当 且 仅 当 上 式 中 同一 轮换 中 的 
珠子 有 相同 的 颜色 . 
现在 来 计算 Mg)=|{f|lfEI,g(/)=/ )|， 
而 满足 5(C7) = 了 的 /, 对 应 于 g 的 同一 轮换 中 珠子 的 颜色 必须 相同 ,因而 每 一 轮 
换 中 的 珠子 颜色 共有 n 种 选择 . 而 g 所 含 的 轮换 个 数 为 + 十 s 十 … 十 1, 所 以 满足 条 件 
8( 门 一 了 的 项 链 颜 色 有 7 种 选择 , 故 M(g) = 将 它 代 人 Burnside 公式 ， 
就 得 到 项 链 的 种 类 数 为 : 
N =1/IDo| Dmg 为 1 ,2'…m' 型) 
其 中 和 式 是 对 D,, 中 每 一 个 置换 求 和 . 上 式 可 以 进一步 表示 为 : 
N= 1/ID,| Delr +t s+ t+ on™+ 
其 中 cr 十 s 十 … 十 为 同一 类 型 的 群 的 元 素 个 数 ,和 式 是 对 所 有 可 能 的 不 同 置换 类 
型 求 和 . 
例 2.12.1 用 3 种 颜色 做 成 有 6 颗 珠 子 的 项 链 ,可 做 多 少 种 ? 
解 ”由 上 分 析 , 按 类 型 计算 每 一 个 群 元 素 的 不 动 点 数 ,mm = 6,D, | 并 | = 34. 
1 型 置换 有 1 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 M(g) = 35， 
1?2: 型 置换 有 3 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 M(g) = 34 
2 型 置换 有 4 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 M(g) = 3:; 
6' 型 置换 有 2 个 ,每 一 个 元 素 的 不 动 点 数 为 M(g) = 3. 
所 以 ,N = 1/12 (3 十 3X3 二 4X3 十 2X3 十 2X3) 一 92. 
也 可 以 直接 代入 公式 :N = 1/|1D。| >)ccr 十 > 十 … 十 Drff++ 求 得 . 
例 2.12.2 用 3 颗 红 珠 6 颗 白 珠 做 成 一 个 项 链 ,可 以 做 成 多 少 种 不 同 的 项 链 ? 
解 ”这 个 问题 与 项 链 问 题 的 一 般 提 法 稍 有 不 同 , 但 可 用 同样 的 方法 来 分 析 . 设 了 
是 所 有 带 标号 的 由 3 颗 红 珠 和 6 颗 白 珠 做 成 的 项 链 的 集合 ,不 难 计算 出 |Y | 二 C3=84. 
群 D。 作用 于 集合 Y 上 ,不 同 的 轨道 数目 就 是 所 要 求 的 项 链 的 种 类 数 . 
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为 计算 Ds 中 每 一 个 元 素 在 集合 Y 中 的 不 动 点 数 ,可 列表 2. 4: 


表 2.4 
一 一 一 一 一 一 
群 元 素 类 型 | 同一 类 群 元 素 个 数 M(g) EP Mg) 

1 型 1 84 84 

12: 型 9 4 36 

3 型 2 3 6 

9 型 6 0 0 
站 18 126 


所 以 N==126/18 =7. 这 7 种 不 同 的 项 链 如 图 2. 4 所 示 . 


人 
CHO IED 


图 2.4 
在 上 面 的 计算 过 程 中 ,关键 是 计算 每 一 个 群 元 素 的 不 动 点 数 ,例如 对 于 3* 型 元 素 ， 
它 的 不 动 点 共有 3 个 ,如 图 2.5 所 示 。 


二 和 "WY 
2 2 
5 5 5 
1 1 1 
6 6 6 
9 9 9 
bd 8 8 7 8 
图 2.5 


2. 开关 线路 的 计数 问题 


一 个 具有 两 种 状态 的 电子 元 件 称 为 一 个 开关 , 它 可 由 普通 的 一 个 开关 或 联动 开关 
组 成 . 每 个 开关 的 状态 由 一 个 开关 变量 来 表示 . 由 若干 个 开关 41,4;,… ,A 组 成 的 一 
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个 线路 称 为 开关 线路 ,一 个 开关 线路 也 有 两 个 状态 , 接 通用 1 表示 , 断 开 用 0 表示 , 它 的 
状态 由 各 个 开关 4(i 二 1,2,…,k) 的 状态 决定 ,因而 可 用 一 个 函数 /(4,,4:,…,4,) 来 
表示 ,7 的 取 值 是 0 或 1, 称 了 为 开关 函数 ,每 个 开关 线路 对 应 一 个 开关 函数 . 

设 S={0,1), 则 开关 函数 (41,42,…,A4) 是 SXSX …XS 到 5 的 一 个 映射 .人 
个 开关 变量 的 开关 函数 共有 2 的 2* 次 宕 个 . 

例如 , 当 & 一 2 时 共有 16 个 开关 函数 , 列 于 表 2. 5 中 : 

表 2.5 
f (4,B) 

fefyfo fo ff fy fofofufufu fufss fs 
000000001 1 
Bon Li LN 
PR lt I 
2 

但 不 同 的 开关 函数 可 能 对 应 于 相同 的 开关 线路 ,如 图 2. 6 中 的 两 个 开关 线路 对 应 
两 个 开关 函数 ,但 这 两 个 开关 线路 本 质 上 是 相同 的 . 因此 ,问题 是 由 个 开关 可 组 成 多 
少 种 本 质 上 不 同 的 开关 线路 ? 


一 了 二 人 一 
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图 2.6 

设 关 ={41,4A2,…,4,),G 二 5, 是 关上 的 次 对 称 群 . 令 卫 = 二 {f1,f;,…,f,)} 是 XX 
上 的 所 有 开关 函数 的 集合 (其 中 mm 等 于 2 的 2" 次 短 ). 

定义 cEG 对 JE 的 作用 为 z( 记 = 应 ,对 任何 4EX 有 CC4)= FoC4) 则 
由 of/1) 二 a(f2) 可 得 用 二 f:, 故 G 是 作用 于 上 的 置换 群 . 有 ,和 f, 对 应 于 本 质 上 相同 
的 开关 线路 的 充 要 条 件 是 它们 在 G 的 作用 下 在 同一 轨道 上 ,因而 本 质 上 不 同 的 开关 线 
路 的 数目 等 于 五 在 G 作用 下 的 轨道 数 . 可 用 Burnside 定理 解决 此 问题 . 

例 2.12.3 求 &=3 的 开关 线路 的 数目 . 

解 G==53. 首先, 我 们 来 看 如 何 计算 G 中 元 素 g 的 不 动 点 数 M(g). 

例如 ,要 求 gi 一 (12) 的 不 动 点 数 M(g1), 即 满足 g1(f) = 了 的 开关 函数 数目 ,这 时 
要 对 附加 以 下 条 件 :f(0,1,4;) 二 (1,0,A;) 有 6 个 函数 值 f(0,0,0),f(0,0,1)， 
了 C0,1,0),f(0,1,1),f(1,1,0),f(1,1,1) 可 任意 取 值 ,因而 共有 2 个 函数 在 & 的 作用 
下 不 动 ,所 以 X(g1)=25. 

类 似 地 可 求 得 其 他 元 素 的 不 动 点 数 , 列 表 计 算 如 表 2. 6 所 示 . 


第 2 章 群 的 结构 “1s 


表 2.6 Ss 作用 在 /上 的 不 动 点 数 
群 元 素 类 型 | XX(g) | 此 类 群 元 素 个 数 每 类 群 元 素 不 动 点 数 之 和 


型 256 1 256 
12 型 办 3 192 
3 型 2 2 32 


IG|=6 DX(g) = 480 


所 以 N = 1/1G| 了 DX(g) = 480/6 = 80, 即 共有 80 种 开关 线路 . 
3. 图 的 计数 问题 


首先 给 出 两 个 图 同 构 的 概念 : 
设 G==(V1,E1) ,Gs 二 (Vs,E,) 为 两 个 图 ,车 存在 双 射 
osVi 一 Vi 满足 (vi,v)EES(o(v) ,0(v)) EE,, 
则 称 G, 与 Gs 同 构 . 
直观 上 看 ,两 个 同 构 的 图 除 点 号 有 区 别 外 是 相同 的 . 下面 讨论 如 何 计算 不 同 构 的 图 
的 数目 . 为 此 ,我 们 要 进一步 描述 此 问题 . 
设 V={1,2,…… yn) 为 n 个 点 的 集合 ,Y={ (i,j)1i,jEV ,i 闫 让 
是 V 的 二 元 子 集 的 集合 ,4 二 10,1}, 则 每 一 个 映射 
g!:Y—A, 
对 应 一 个 图 G=(V,E), 其 中 E={{v,v}EY|g({vi,v})=1} 
全 部 了 到 4 的 映射 的 集合 [= {glg:Y A}=A”. 
我 们 用 卫 同 时 表示 n 个 点 上 的 全 部 图 的 集合 , 则 
I1l=|4|™=204=C») 
也 中 的 图 的 点 都 是 有 标号 的 . 
考虑 不 同 构 的 图 的 数目 . 定义 次 对 称 群 5, 对 卫 的 作用 为 ， 
YES,Y G 二 (V,E)EI,o 对 G 的 作用 为 o(G)=(V ,a(E))， 
其 中 o(E)=={{o( 让 ,ob 让)| {iy 让 EE ,显然 o(G) 与 G 是 同 构 的 ,它们 在 同一 轨道 上 ， 
因而 不 同 构 的 图 的 数目 ,就 是 5, 作用 于 世上 的 轨道 数 , 可 用 Burnside 定理 求 得 .下面 
的 关键 问题 是 求 每 一 个 元 素 oz€ 5, 在 也 上 的 不 动 点 数 ,我 们 用 一 个 具体 问题 来 说 明 计 
算 方法 . 
例 2.12.4 求 4 个 点 的 不 同 构 的 图 的 个 数 . 
解 设 I 了 ={(V,E)|IV|=4), 考 虑 5, 对 卫 的 作用 ,计算 5, 中 每 一 个 元 素 的 不 动 
点 数 :对 元 素 e,M(e)==| 了 |==2: 二 64. 对 121 型 元 素 , 例 如 ==o(12)(3)(4), 若 G 是 o 的 
不 动 点 ,o(G) 一 G, 则 G 所 对 应 的 映射 : Y 一 A 应 有 以 下 限制 :g({1,3)) 一 &(12,3))， 
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8g((1,4)) 二 g({2,4)), 因 而 Y 中 的 元 素 可 自由 选择 函数 值 的 个 数 为 4, 即 为 ; 
{1,2),{1,3},{1,4},{3,4}, 

所 以 M(o)=2:. 

对 1'3! 型 元 素 , 例 如 r= 二 (123)(4), 若 G 满足 r(G)==G, 则 G 所 对 应 的 映射 g :了 一 
4 必须 满足 :g({1,2})==g({2,3))== 一 g({3,1})),g({1,4))=g({2,4))=g({3,4)), 
故 Y 中 的 元 素 的 像 可 自由 选择 的 元 素 个 数 只 有 2 个 ,所 以 M(r) 一 2:. 

对 2 型 元 素 , 例 如 a 二 (1 2)(3 4) ,类 似 的 分 析 可 得 :M(a)==2. 

对 4! 型 元 素 , 例 如 p= (1 2 3 4) ,类 似 的 分 析 可 得 :M(B)==27. 

由 Burnside 定理 得 : 

N=1/24(2°+6X2:+8X2:+3X2' 二 6X2*)=23/24(2; 十 6X2 十 4 十 3X2 十 3)=11 


4. 分 子 结构 的 计数 问题 


车 在 莱 环 上 结合 日 或 CH; 或 NO;, 可 形成 多 少 种 不 同 的 化 合 物 ? 

这 个 问题 可 分 两 种 情况 来 考虑 :第 一 种 情况 ,如 果 把 苯 环 中 各 连接 键 看 作 是 等 同 
的 , 则 分 子 结构 问题 就 是 三 种 颜色 的 6 颗 珠子 的 项 链 问题 . 

第 二 种 情况 ,如 果 把 茶 环 中 的 连接 键 看 作 不 同 , 单 H NO, 
键 与 双 键 交替 时 ( 见 图 2. 7), 则 需 另 外 考虑 . 

例 2. 12. 5 设 苯 环 上 碳 原子 之 间 是 由 单 键 与 双 键 
交 答 连 接 的 ,在 每 一 个 碳 原子 上 结合 H 或 CH; 或 NO,，“0: 
问 可 形成 多 少 种 不 同 的 物质 (其 中 有 一 种 化 合 物 为 如 图 
2.7 所 示 的 TNT 的 分 子 结构 )? H NO; 

解 ” 这 个 问题 与 项 链 问题 的 不 同 之 处 在 于 旋转 群 
G, 由 于 两 个 分 子 重合 时 ,必须 经 过 旋转 后 单 键 与 单 键 
重合 , 双 键 与 双 键 重合 , 故 

G=1{(1),(1 35)(2 4 6),(1 5 3)(264),(1 2)(3 6)(4 5),(1 4)(2 3)(5 6)， 

(1 6)(2 5)(3 4)}D;. 

全 部 有 标号 的 分 子 数 为 3.G 作用 于 有 标号 的 分 子 结构 上 的 不 动 点 数 计算 如 表 
2.7 所 示 . 


表 2.7 
群 元 素 类 型 | 同一 类 群 元 素 个 数 | M(g) | >)M(g) 
1 型 1 局 FE 
3 型 2 你 2 X 3 
2 型 3 Ey 3 
2 6 3 X 92 


第 2 章 群 的 结构 "83" 


所 以 N= 二 1/6X3*X92 二 138. 即 共 可 形成 138 种 不 同 的 物质 ,此 数 比 把 各 键 看 作 等 
同时 要 大 ,因为 不 对 称 性 增加 了 . 


5. 正 多 面体 着 色 问题 


用 种 颜色 对 一 个 正 多 面体 的 顶点 着 色 , 用 两 种 着 色 法 经 过 对 正 多 面体 进行 着 色 ， 
如 果 通 过 一 个 旋转 能 互相 重合 , 则 认为 这 两 种 着 色 法 本 质 上 是 相同 的 . 问 本 质 上 不 同 的 
着 色 法 有 和 多少 种 ? 
例 2.12.6 用 种 颜色 对 正六 面体 的 顶点 着 色 , 问 有 多 少 种 不 同 的 着 色 方法 ? 
解 ”我 们 用 类 似 于 项 链 问 题 的 方法 先 建立 正六 面体 着 色 问题 的 数学 模型 , 设 
X 一 (1,2,…8) 为 正六 面体 的 顶点 集合 ， 
4 二 {alvar,… van) 为 n 种 颜色 的 集合 . 
则 每 一 个 映射 :XX 一 4 对 应 顶点 的 一 个 着 色 方 法 , 令 
Y={f| f:X—A }=A*, 
为 全 体 着 色 方法 的 集合 , 则 得 |Y|==141™!=m* 为 正六 面体 顶点 的 全 部 着 色 法 数目 . 
但 是 在 这 些 着 色 法 中 ,有 些 着 色 法 可 通过 正六 面体 的 一 个 旋转 使 它们 重合 , 即 这 些 
着 色 法 本 质 上 是 相同 的 . 那么 本 质 上 不 同 的 着 色 法 的 数目 是 多 少 呢 ? 这 就 涉及 正 立 方 体 
的 旋转 群 C 对 集合 Y 的 作用 问题 . 
在 立方 体 的 旋转 群 中 ,其 中 1* 型 置换 1 个 ,4 型 置换 6 个 ,24 型 置换 9 个 ,1?3: 型 
置换 8 个 ,对 每 一 个 类 型 置换 计算 不 动 点 数 ,或 直接 代入 公式 即 得 : 
N=1/24(n+6n*+9n'+8n') =1/24(n’ 二 17nt 十 6n7). 


营 呈 二 们 去 示 论 


群 表示 理论 是 群 论 的 核心 内 容 之 一 ,是 代数 表示 论 的 一 个 重要 分 支 . 它 对 群 论 本 身 
以 及 对 物理 ,化 学 等 其 他 学 科 都 有 着 广泛 的 应 用 . ' 

有 限 群 的 表示 理论 大 致 可 分 为 两 类 :一 为 常 表示 论 , 一 为 模 表 示 论 . 前 者 在 有 限 群 
的 发 展 中 起 了 很 大 作用 ,后 者 对 于 有 限 单 群 分 类 问题 的 解决 提供 了 有 力 的 工具 . 因而 本 
章 将 有 限 群 的 表示 与 有 限 结合 代数 的 表示 放 在 一 起 介绍 ,侧重 介绍 有 限 群 的 特征 标 理 
论 及 其 应 用 . 

关于 对 称 群 论 的 应 用 ,物理 或 工程 系统 的 许多 最 重要 性 质 均 依赖 于 系统 的 对 称 性 ， 
相应 的 对 称 性 往往 可 以 用 不 同 的 对 称 群 描写 . 只 要 能 找到 与 这 些 对 称 群 同 构 的 一 般 线 
性 矩阵 群 ( 即 所 谓 表示 ) 就 可 以 从 和 矩阵 群 的 结构 (矩阵 群 的 结构 便于 分 析 ) 知 道 相应 对 称 
群 的 结构 ,从 而 获得 对 应 系统 的 许多 对 称 性 质 和 演化 规律 的 认识 . 


§ 3.1 结合 代数 


我 们 将 介绍 既 有 环 结构 又 有 向 量 空间 结构 的 一 个 代数 系统 一 结合 代数 ,首先 介 
绍 代数 的 有 关 概念 及 例子 ,并 介绍 一 些 基本 结果 . 

定义 3.1.1 域 尺 上 向 量 空间 4 称 为 一 个 上 的 代数 ,或 下 代数 ,简称 代数 ,如 果 
在 4 中 规定 一 个 乘法 运算 满足 下 列 条 件 : 

1D 对 VY a,b,cE A,a(b+e) =abtac, (b+c)a=batcas 

2) 对 Y kEF ,a,bE A, (ka)b=k(ab)=a(kb). 

定义 3.1.2 代数 4 称 为 有 限 维 代数 , 若 它 作为 玉 向 量 空间 是 有 限 维 的 . 若 dimr4 
一 ”, 则 称 4 为 二 次 代数 . 

定义 3.1.3 4 称 为 交换 代数 , 若 代数 4 的 乘法 适合 交换 律 , 即 对 于 Y a,bE A,ab 
=ba. 

定义 3.1.4 4 称 为 结合 代数 , 若 代数 4 的 乘法 适合 结合 律 , 即 对 Y a,b,cE A， 
a4albe) 二 (ab)c, 按 照 定义 ,一 个 结合 代数 4 既是 玉 上 一 个 向 量 空间 又 是 一 个 环 , 且 满 足 
某 种 “结合 律 ”. 
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定义 3.1.5 4 称 为 Lie 代数 , 若 代数 4 的 乘法 适合 条 件 : 对 于 Y abcE4,a 一 
0,(ab)c 十 (bc)a 十 (ca)5 一 0. 

定义 3.1.6 4 称 为 Jordan 代数 , 若 代数 4 的 乘法 适合 条 件 :对 于 Y a,b,c€ A,ab 
=ba, (ab)a=a’(ba). 

定义 3.1.7 4 称 为 交错 代数 , 若 代数 4 的 乘法 适合 条 件 : 对 于 Y apE 4,a(ab) 
=(aa)b,a(bb)= (ab)b. 

从 对 数学 及 物理 的 广泛 应 用 的 角度 来 说 ,以 上 几 类 代数 中 最 重要 的 而 又 经 常 出 现 
的 是 结合 代数 . 结合 代数 的 一 个 最 典型 的 例子 是 有 限 维 向 量 空间 上 所 有 线性 变换 作成 
的 代数 ;从 理论 上 来 讲 , 抓 住 了 这 个 代数 ,可 以 说 抓 住 了 “所 有 ”的 代数 ,因为 任何 一 个 有 
限 维 结合 代数 都 与 这 个 代数 的 某 个 子 代数 同 构 . 这 完全 类 似 于 对 称 群 在 群 论 中 的 地 位 ， 
鉴于 以 上 原因 及 我 们 的 需要 ,我 们 侧重 学 习 有 限 维 结合 代数 . 

结合 代数 与 环 的 差别 在 于 环 的 加 群 只 是 一 个 交换 群 ,而 代数 的 加 群 是 一 个 域 下 上 
的 向 量 空间 ,于 是 ,代数 比 环 就 有 一 个 结构 简单 得 多 的 加 群 ;下 面 我 们 看 一 看 如 何 确定 
一 个 有 限 维 结合 代数 . 

设 4 是 一 个 有 限 维 代数 ,4 作为 向 量 空间 , 设 ali=1,2,…,n) 是 4 的 一 个 基 , 于 
是 4 中 任意 元 素 a 都 可 唯一 表示 为 


a= Dhark ER. 若 5EA4, 而 4= Dhash EF, 则 ab= Dkhiba,, 
各 en 4 


这 说 明基 元 a 之 间 的 乘法 表 完全 确定 了 整个 代数 4 的 乘法 运算 . 易 见 4 是 结合 
代数 当 且 仅 当 基 元 之 间 的 乘法 运算 满足 结合 律 . 令 


aaj = Da,6P EF, 
A 
因为 


a) = Diao, = SVC Sen 
C= 


(aa)as = 2 209o%)a,, 
于 是 


588% = 之 0269， 


一 | 


其 中 心思 有 注 一 12， 


若 严 上 向 量 空间 有 基 wu, 其 中 任意 元 a 二 ka 与 5 二 > hai 的 乘积 由 ab 一 
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haiaj 来 规定 ,并 且 9 又 适合 上 式 , 易 证 4 是 上 代数 . 


由 以 上 讨论 可 知 , 域 上 有 限 维 代数 4 的 构造 由 玉 中 适合 上 式 的 个 元 8 多 唯一 
确定 .39 称 为 4 的 构造 元 素 . 一 个 已 知 域 的 代数 如 何 确定 ,是 代数 的 主要 问题 之 一 ,对 
某 些 特殊 类 型 的 代数 ,这 个 问题 已 完全 解决 . 

定义 3.1.8 一 个 代数 DD 称 为 可 除 代数 ,如 果 的 非 零 元 对 乘法 构成 一 个 群 , 按 
照 定义 , 域 的 扩张 是 下 上 一 个 可 除 代数 . 实数 域 复 数 域 和 四 元 数 除 环 分 别 是 实数 域 
上 的 1 次 .2 次 及 4 次 可 除 代 数 . 

有 趣 的 是 ,这 三 个 代数 就 是 实数 域 上 所 有 可 能 的 有 限 可 除 代数 . 这 就 是 下 面 著名 的 
Frobenius 定理 . 

定理 3.1.1 DD 是 实数 域 上 的 可 除 代 数 D 是 实数 域 .复数 域 和 四 元 数 除 环 . 

证 明 设 R 是 实数 域 ,D 是 R 上 的 n 次 可 除 代 数 . 

车 n=1, 则 D=R, 即 D 是 实数 域 . 

车 1, 则 DD 中 有 不 为 实数 的 数 a,a 是 R 上 的 代数 元 . 因为 RLz] 中 不 可 约 多 项 式 
的 次 数 是 1 或 2, 而 a&R, 故 在 R[z] 中 4 适合 的 不 可 约 多 项 式 的 次 数 是 2. 假设 这 个 不 
可 约 多 项 式 是 十 pr 十 q, 因 为 它 没有 实 根 , 故 判 别 式 疡 一 49<<0, 设 g 一 p*/4= 刀 ,其 中 
4 为 实数 ,于 是 DD 中 元 ;Ca 十 p/2)/h 满足 六 二 一 1, 即 i 满足 不 可 约 多 项 式 zx? 十 1 二 0， 
于 是 RG) 是 R 的 2 次 扩 域 . 

车 ==2, 则 =R(i) ,因为 RG) 与 复数 域 C 同 构 , 故 万 是 复数 域 . 

车 二 2, 首 先 我 们 证 明 四 元 数 除 环 包含 在 D 中. 因为 n 二 2, 同 上 面 一 样 ,D 含有 
R() 外 的 元 素 九 ,于 是 并 一 一 1. 

下 面 计算 zj 及 joi, 因 为 D 中 任意 元 是 R[z] 中 2 次 多 项 式 的 零点 ,当然 i 十 如 ,i 一 
力也 是 .于 是 我 们 有 

Gj) =—2+iht ji=alitj) + —j)=—2—ij— ji=cC—j)+d 
其 中 a,b,c,dER, 将 上 面 两 式 相 加 得 
一 4 一 (e 十 c)i 十 (一 c) 广 十 (6 十 dD) 

因为 广告 RG) , 故 1 入 在 R 上 线性 无 关 ,因此 4 十 c 一 0,a 一 < 一 0, 也 即 < 一 0,c 一 
0. 故 成 十 头 一 24, 一 (十 2)72. 

我 们 求 四 元 数 除 环 中 的 户 令 了 一 六 二 如 , 则 

HII=ijtt) + ot)i=ijt ji—2=0, 
(7 一 一 1 十 ti 十 ji 一 在 一 一 1 十 姑 
必 为 负数 , 即 (7) 一 0. 否则 车 关 是 实数 , 则 127 就 线性 相关 ,与 假设 矛盾 . 
令 j(7)?= 一 s,sER, 则 j= (1/5)7， 
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于 是 产 = 一 1, 且 十 训 =((1/5)35) G7 十 7 让 =0， 
亦 即 闻 = 一 万 . 设 k= 亲 ,得 闻 = 一 万 =k. 再 由 计算 易 得 
外 一 一 1 不 一 一 族 一 放 蕊 一 一 杂 一 7 


设 k=a 二 bi 十 cj,bwasbwcER, 用 i 左 乘 该 式 的 两 边 得 
—j=ai—b+ck=ai—b+c(atbitce))=ca—b(at+bc)itc 
因为 1,i,j 线性 无 关 , 故 ce? 二 一 1, 这 与 c 为 实数 的 假设 矛盾 ,由 此 得 1,i,j,k 线性 
无 关 . 这 就 说 明 D 含有 所 有 四 元 数 a 十 负 十 cj 十 dk, 从 而 D 含有 四 元 数 除 环 . 若 n 十 4, 则 
了 是 四 元 数 除 环 . 
最 后 我 们 证 明 ”过 4. 设 ">>4, 则 万 中 又 有 元 素 忆 = 一 1, 且 它 与 17 人 线性 无 关 . 
我 们 有 
tli=ayit+y=6,k+lk=c .a,b,c ER. 
于 是 
k= Dj=aj—ij=aj—i(6—jD)=aj—bitijk=aj—bi+ki=aj—bi+c—lk 
因此 aj 一 bi 十 c 二 2ik. 用 上 右 乘 该 式 两 边 得 < 十 妈 十 cj 一 一 24， 
这 与 i,j,k,l 线性 无 关 的 假设 蔬 盾 , 故 n<4. 结论 得 证 . 
下 面 我 们 介绍 代数 的 有 关 概 念 ,对 于 代数 来 说 也 有 诸如 子 代数 、( 左 、 右 ,双边 ) 
理想 . 商 代数 .代数 的 同 态 . 直 和 等 概念 及 有 关 的 同 态 基本 定理 . 
定义 3.1.9 设 B8 是 域 记 上 代数 4 的 一 个 非 空子 集合 ,B 称 为 4 的 子 代数 , 若 B 
是 4 的 子 空间 4 又 是 4 的 子 环 . 
定义 3.1.10 8 称 为 4 的 左 ( 右 ) 理 想 ,车 B 是 A 的 子 代数 且 又 是 4 的 左 ( 右 ) 理 
想 . 
B 称 为 4 的 理想 ,车 B 既是 4 的 左 理想 又 是 B 的 右 理想 . 
定义 3.1.11 若 刀 是 4 的 理想 , 则 4/B={a 十 Blae A}), 既 是 一 个 环 又 是 一 个 商 
空间 , 称 4 关于 理想 B 的 商 代数 . 
需要 注意 的 是 ,因为 代数 有 单位 元 1, 我 人 .1 二 {f，1|fEF} 是 4 的 子 代数 ， 
4 的 中 心 
Z(A)={a€ Alar=za'y rE A} 
也 是 4 的 子 代 数 , 且 .1S2Z(A). 车 4 无 单位 元 , 则 下 不 一 定 包 含 在 4 中 . 
定义 3.1.12 设 4 和 已 都 是 域 下 上 的 代数 ,了 是 集合 A 到 B 的 一 个 映射 ,f 称 为 
代数 4 到 代数 B 的 一 个 同 态 映 射 . 
车 既是 环 4 到 环 B 的 一 个 同 态 映 射 ,又 是 向 量 空间 4 到 向 量 空间 B 的 一 个 线 
性 映射 . 换 句 话说 ,对 Y a,5E A,kEF 都 有 
flatb)=f 0) +f 0), flab)=f a) 6) ,fka) =kf (a). 
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此 时 我 们 说 代数 4 和 代数 B 同 态 , 记 为 4 一 已， 
Kerf 一 {rE A| f(z)=0} 称 为 的 同 态 核 . 
若 既是 满 射 又 是 单 射 , 称 代数 4 和 代数 B 同 构 , 记 为 4A 纪 B. 
前 面 我 们 看 到 ,利用 代数 的 构造 元 素 可 以 构造 一 些 有 限 维 结合 代数 . 
另 一 方面 ,与 群 的 内 、 外 直 和 概念 相 类 似 ,利用 已 知 的 一 些 代 数 通 过 一 定 的 方法 可 
构造 出 新 的 代数 . 也 可 以 把 一 个 代数 分 解 成 一 些 子 代数 的 和 . 
定义 3.1.13 设 4.(i=1,2,…,) 是 忆 上 的 有 限 维 代数 , 令 
A={(a1,%" a) |a€E Ai,1<i<n} 
规定 {a1,… sa,) 二 {6 ,6,) 当 且 仅 当 as= 刀 ,1<<i<<n. 定义 其 运算 为 
k{ars%"r a) = {has ska,) 
{a an) {bie sb,) = {a 二 Tb ,ne a6,) 
{a an) (bso sb,) = {bs ab,) 
则 可 验证 4 为 上 有 限 维 代数 . 


其 中 dimr4 = 六 dimv4, 称 代数 4 为 代数 4 ,…,4, 的 外 直 和 . 


定义 3.1.14 设 4 是 一 个 有 限 维 代数 ,4,…,4, 是 4 的 子 代 数 , 若 每 个 如 Cl<; 
二) 是 代数 4 的 理想 , 且 4 作为 向 量 空间 是 4,(1<i<n) 的 直 和 , 则 称 代数 4 是 其 子 
代数 A1:(1<i<n) 的 内 直 和 . 

无 论 4 是 哪 种 直 和 ,都 把 4 记 为 

LOA=AD … 中 4.. 

定义 3.1.15 对 于 一 个 代数 ,我 们 可 定义 一 个 新 的 代数 Bw , 它 的 元 素 以 及 它 的 
加 法 运算 和 数 乘 运算 与 B 相同 , 它 的 乘法 运算 是 B 的 反 运 算 , 即 Y a,bE B, 若 用 ab 表 
示 B 的 乘法 运算 ,a* 5b 表示 B” 的 乘法 运算 ,规定 a * b==ba. 容易 验证 ,8” 关 于 上 述 运 
算 作成 一 个 代数 , 称 为 代数 B 的 反 代数 . 关于 反 代数 ,下 列 事实 是 明显 的 ， 

D(B")"2B; 

2) 若 B 是 可 除 代 数 , 则 B* 也 是 可 除 代 数 . 

3) 车 B 是 若干 个 代数 的 直 和 , 则 B"* 也 是 若干 个 反 代数 的 直 和 . 

定义 3.1.16 一 个 代数 4 称 为 单 代数 ,如 果 它 的 理想 只 有 零 理想 和 它 自 身 . 显然 ， 
可 除 代数 一 定 是 单 代数 . 

反之 不 然 .下面 我 们 给 出 一 个 极其 重要 的 单 代数 的 例子 . 

例 3.1.1 设 和 4 是 一 个 有 单位 元 的 环 ,M 是 一 个 4A 模 , 则 Enda(M) 的 乘法 运算 是 
映射 的 合成 , 它 的 加 法 运算 和 数 乘 运算 按 通常 的 定义 ,关于 这 些 运算 ,Enda(M) 是 一 个 
矿 代 数 称 为 M 的 自 同 态 代数 . 特别 地 ,车 下 是 域 ,M 是 上 的 维 向 量 空间 , 则 End; 
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(M) 鱼 M,L(F), 后 者 的 运算 为 矩阵 的 加 法 、 乘 法 和 数 乘 , 其 维 数 为 ,这 是 一 个 单 代 
数 ,由 此 可 见 , 单 代数 不 一 定 是 可 除 代数 . 

另外 两 个 重要 的 结合 代数 的 例子 是 零 乘 代数 与 寡 零 代数 、 

定义 3.1.17 设 4 为 域 下 上 的 维 向 量 空 间 , 规 定 4 中 任意 两 个 元 素 的 乘积 都 
是 零 ,4 是 一 个 结合 代数 , 称 为 零 乘 代数 . 

若 一 个 代数 4 满足 4 一 0, 则 称 4 为 守 零 代数 

设 1<n 为 正 整数 *N 为 域 R 上 所 有 的 主 对 角 线 元 素 均 为 零 的 上 Xz 上 三 角 和 矩阵 作 
成 的 集合 , 则 N 关于 和 矩阵 的 加 法 ,乘法 和 数 乘 作成 上 的 代数 . 可 以 验证 

dimrN==1 十 2 十 "… 十 (n 一 1)=n(n 一 1)/2， 

且 N 中 任意 个 元 素 之 积 必 为 零 ,或 N"==0, 于 是 NN 是 寡 零 代数 . 

上 面 我 们 给 出 了 一 些 代 数 的 例子 ,在 这 些 例子 中 ,可 除 代数 和 零 乘 代数 是 两 极端 类 
型 , 单 代数 接近 可 除 代数 而 较 之 宽 , 寡 零 代数 靠近 零 乘 代数 而 较 之 广 . 研究 单 代数 与 寡 
零 代数 这 两 类 有 鲜明 特点 的 代数 类 ,并 利用 它们 去 刻画 任意 有 限 维 结合 代数 ,是 今后 讨 
论 结合 代数 结构 的 主要 途径 之 一 . 


Gauss 小 传 


高 斯 (C. P. Gauss} ,德国 数学 家 、 物 理学 家 和 天 文学 家 ,1777 年 4 月 30 日 生 于 不 伦 
瑞 克 ,1855 年 2 月 23 日 卒 于 格 丁 根 .Gauss 是 近代 数学 的 莫 基 者 之 一 ,在 历史 上 影响 之 
大 ,可 以 和 阿 基 米 德 .牛顿 , 欧 拉 并 列 . Gauss 出 生 在 一 个 贫苦 的 家 庭 里 ,父亲 本 不 打算 
让 他 上 学 ,但 他 很 小 就 显示 出 有 数学 才能 ,十 岁 时 就 开始 学 习 代 数 和 分 析 . 1795 年 由 于 
好 友 的 推荐 ,得 到 一 个 公 画 的 资助 ,进入 格 丁 根 大 学 学 习 , 他 的 一 生 就 在 格 丁 根 度 过. 19 
岁 时 ,Gauss 发 现 了 正 十 七 边 形 的 尺 规 作 图 法 ,这 是 欧 几 里 得 以 来 悬而未决 的 问题 

1799 年 ,Gauss 在 普法 夫 (J. F. Phs) 的 指导 下 获得 博士 学 位 ,在 他 的 学 位 论文 中 ， 
他 证 明了 代数 基本 定理 . 1801 年 ,Gauss 出 版 了 他 数论 方面 的 不 朽 巨著 《算术 探究 》, 该 
书 系统 总 结 了 以 前 的 工作 ,并 引信 了 许多 他 自己 的 一 些 基础 性 的 思想 ,包括 模 算术 的 概 
念 . 此 书 葛 定 了 近代 数论 的 基础 . 1801 年 ,Gauss 经 过 几 个 星期 的 努力 ,创立 了 行星 椭 
圆 轨 道 法 ,利用 有 限 的 几 个 观测 数据 计算 出 了 一 颗 当 时 未 知行 星 的 轨道 ,以 后 天 文学 家 
在 预测 的 位 置 上 重新 找到 了 这 颗 星 ( 谷 神 星 ). Gauss 后 来 总 结 了 这 种 方法 ,写成 (天 体 
沿 圆锥 曲线 绕 日 运动 的 理论 》, 在 书 中 他 还 首次 阐述 了 最 小 二 乘法 原理 . 

1807 年 ,Gauss 成 为 天 文学 教授 ,并 担任 了 格 丁 根 大 学 新 天 文 台 的 台 长 . 在 以 后 的 
几 十 年 中 ,Gauss 不 仅 继续 在 数学 的 几乎 所 有 分 支 中 作出 重要 贡献 ,而 且 在 天 文学 . 力 
学 .电磁 学 光学、 测 地 学 等 领域 也 有 很 大 贡献 : 他 与 别人 共同 发 明了 电磁 电报 . 现在 磁 
通 量 密度 的 单位 就 是 以 高 斯 命名 的 . 由 于 Gauss 对 复数 的 使 用 , 才 使 得 许多 数学 家 接 
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受 了 复数 . 复数 的 名 称 也 是 由 Gauss 推广 开 的 . 他 还 推广 了 用 i 来 表示 v 一 1. 他 证 明了 
Zi 是 唯一 分 解 整 环 . Gauss 还 培养 了 许多 著名 的 数学 家 ,如 黎 曼 (Riemann) 、 库 默 尔 、 戴 
德 金 . 艾 森 斯 坦 因 (Eisenstein) 等 . 


问题 3. 1 


1. 证 明 :关于 代数 的 同 态 基本 定理 ,第 一 .二 同 构 定理 . 
2. 设 4,…',4, 是 域 民 上 代数 4 的 理想 ,求证 下 列 条 件 是 等 价 的 : 


(DA= S © 4 
全 


(2) 作为 上 的 向 量 空间 ,A = A 有 dimr4 = bp 
各 各 


(3)4 中 元 素 可 唯一 表 成 4 中 元 素 的 和 ; 

(4) 存 在 向 量 空 间 4 到 4, 上 的 同 态 映射 gn 满足 89 一 ai9, 且 9 一 1, 其 中 1 是 4 
的 恒 等 自 同 构 . 

3. 代数 4 的 子 代数 B 称 为 4 的 直 和 因子 ,车 存在 4 的 子 代数 B' 使 得 A=B@B'， 
证 明 : 车 BB 是 A 的 直 和 因子 , 则 B 的 理想 B, 也 是 4 的 理想 . 

4. 设 4 是 域 记 上 代数 ,对 于 a€EA4, 令 R,: 工 一 > ra,x€E A. 证 明 : 

(1)R,。 是 向 量 空间 4 的 一 个 线性 变换 ， 

(2) 令 44 二 {Rla€ A}SEndr(4), 则 4x 关于 线性 变换 的 运算 是 斑 代 数 ， 

(3)9:ar RaE4, 是 代数 4 到 代数 4x 的 同 构 映 射 ,因而 任何 一 个 代数 可 看 作 
4 的 自 同 态 代数 的 子 代数 . 


§ 3.2 有 限 维 代数 


这 一 节 我 们 讨论 在 有 限 群 表示 论 中 占有 极其 重要 地 位 的 另 一 个 有 限 维 代数 的 例子 
一 一 群 代数 . 
定义 3.2.1 设 G 为 群 ,F 是 域 , 令 FG= (5ueckrg |keEF}. 规 定 
Ereoksrt+ Sechrr= Beclksths)r 
(Becksz) (Bueohsx)= Seo,yeckshyry 
=Eec(E,eck,h, -1s)z, 
MAEseoksr)—=Eseo(M) Tr AEF. 
则 FG 按 上 述 运算 作成 一 个 代数 , 称 为 土 的 群 代数 . 
下 的 单位 元 1 就 是 FG 的 单位 元 .G 中 元 素 是 FG 的 一 个 基 , 因 而 若 G 为 有 限 群 ， 
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则 FG 是 有 限 维 的 且 dim(FG)=|G1]. 

车 把 群 代数 FG 看 作 一 个 环 , 则 FG 模 M 也 可 看 作为 一 个 下 向 量 空间 . 

事实 上 ,对 XEF ,mE M, 令 hm 二 (A1)m, 则 M 关于 这 个 运算 以 及 它 的 加 法 运算 就 
构成 向 量 空间 . 当 G 为 有 限 群 时 ,我 们 有 下 列 关系 . 

引 理 3.2.1 设 F 是 域 ,G 是 有 限 群 , 则 FG 模 V 是 有 限 生 成 的 当 且 仅 当 V 作为 下 
向 量 空间 是 有 限 维 的 . 

证 明 ' 设 V 作为 FG 模 是 有 限 生成 的 ,其 中 V 的 生成 元 集 为 {w,… ,wv,) ,向 量 空间 
可 由 {gvilg€EG,1<i<t) 生 成 ,因为 G 有 限 ,由 此 dimV 过 oo. 

反之 是 显然 的 . 

下 面 我 们 给 出 群 代数 上 的 模 与 线性 表示 之 间 的 一 个 基本 联系 . 

我 们 学 习 了 群 在 集合 上 的 作用 ,现在 介绍 群 在 向 量 空 间 上 的 作用 . 

定义 3.2.2 设 下 是 一 个 域 ,G 是 一 个 群 , 令 G 作用 在 一 个 向 量 空间 Vr 上 ,我 们 说 
G 在 Vr 上 的 作用 是 线性 的 ,如 果 下 列 条 件 成 立 : 

1) 对 Y gEGyvwwEV 都 有 g(ut+v)=gvu 十 gu; 

2) 对 Y gEGyaEF1v0EV 都 有 g(av)=a(gv); 

由 第 二 章 知 群 G 在 集合 X 上 的 一 个 作用 对 应 于 群 G 到 对 称 群 3, 内 的 一 个 同 态 ， 
对 于 群 G 在 向 量 空间 Vr 上 的 线性 变换 而 言 ,我 们 有 下 列 结果 

定理 3.2.2 群 G 在 向 量 空间 Vs 上 的 线性 变换 组 成 的 集合 与 群 G 到 GL(V) 上 的 
同 态 组 成 的 集合 之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 

证 明 设 f:G>GLKV) 是 一 个 同 态 ,定义 gv 二 f(g)(v), 则 容易 验证 这 是 G 在 V; 
上 的 一 个 线性 变换 . 

反之 , 若 给 定 G 在 V 上 的 一 个 线性 变换 , 则 我 们 可 定义 一 个 同 态 : 

f :GzGL(V), 

其 中 f(g)(v)=gv,g€EGwEV. 

可 以 验证 上 述 过 程 是 互 道 的 ,这 样 就 完成 了 证 明 . 

上 命题 中 的 同 态 

f:G>GL(V) 

称 为 C 在 V 中 的 一 个 线性 表示 . 由 上 命题 可 知 , 群 的 线性 表示 的 研究 等 价 于 群 的 线性 
变换 的 研究 ,这 里 的 群 一 般 侧 重 于 有 限 群 ,向 量 空间 一 般 侧重 于 有 限 维 向 量 空间 . 群 的 
线性 表示 这 个 研究 领域 起 源 于 19 世纪 后 期 ,并 且 已 经 证 明 对 有 限 群 的 研究 有 许多 应 
用 . 

引 理 3.2.3 设 环 是 域 ,G 是 有 限 群 , 则 在 所 有 有 限 生 成 FG 模 组 成 的 集合 与 G 在 
有 限 维 向 量 空间 上 的 线性 变换 组 成 的 集合 之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 
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证 明 车 V 是 有 限 生成 FG 模 , 则 dime*V 一 cc. 限制 模 映射 FGXV>V 到 GXV 
上 ,就 得 到 G 在 V 上 的 一 个 线性 变换 . 反之, 设 V 是 有 限 维 下 向 量 空间 ,G 线性 作用 在 
六 上 , 则 对 于 vEV ,arEF,SecasgEFG, 令 

(Brecasg v= Erecar(gv). 

容易 验证 ,FG 作用 在 V 上 (这 个 作用 也 称 为 G 在 V 上 的 作用 的 线性 扩张 ), 因 而 V 是 
一 个 FG 模 . 可 以 验证 这 些 过 程 是 互 逆 的 ,结论 得 证 . 

由 上 述 可 得 ,为 了 在 向 量 空间 Vs 上 定义 一 个 FG 模 ,只 要 规定 一 个 G 在 V 上 的 作 
用 即 可 .而 FG 在 V 上 的 作用 定义 为 G 在 V 上 的 作用 的 线性 扩张 . 

以 下 设 下 是 域 ,G 是 有 限 群 ,所 有 的 向 量 空间 Vr 都 是 有 限 维 的 ,所 有 的 FG 模 都 是 
有 限 生成 的 . 

定义 3.2.3 对 于 gEG,aEF, 令 ga=a, 则 下 可 看 作 FG 模 .下 称 为 平凡 FG 模 ， 
简称 为 平凡 模 . 

定义 3.2.4 设 G 作用 在 有 限 集 X 上 ,FX 表 示 和 中 元 的 所 有 下 线性 组 合作 成 的 
集合 , 则 FX 是 一 个 下 向 量 空间 ,其 基 为 X. 设 X={z…z), 对 于 g&EEG,ZcmE 
FX, 我 们 有 g (3icizi) 二 ci(gzxi). 把 这 个 作用 线性 扩张 到 FG, 则 FX 是 一 个 FG 模 , 
FX 称 为 置换 FG 模 ,简称 为 置换 模 . 

设 U 和 VV 是 FG 模 ,对 于 gEG, 令 glusv)=(guvgv), 则 UOV 是 FG 模 .另外 我 
们 已 知 VOFY 和 Homs(U,V) 是 下 向 量 空间 . 

下 面 我 们 将 说 明 这 两 个 模 也 可 以 作成 FG 模 . 

对 于 gEG, 令 g(uOv)=gu@gv, 把 这 个 作用 线性 扩张 到 FG, 则 UOaV 是 一 个 
FG 模 . 对 于 gEG,uEU,fEHomr(U,V), 令 (g/ 站 (wu)=g(f(g-'w)), 则 容易 验证 gf E 
Homr (U,V). 

又 对 于 gi,gzEG, 我 们 有 

((gig2)f)(u)=ggsf (gg82) uu)=g (gf (gi(g1 Cu))) 
=g((gs)) (gtu) = (gg 1))) (u) 

这 说 明 (gg2)f=gi(g: 站 ,由 此 易 得 Homr(U,V) 是 一 个 FG 模 . 令 U*= 二 Homr(U ,FF)， 
其 中 下 看 作 平凡 模 .U" 称 为 U 的 对 偶 模 ,这 里 gf (uw) 二 f(g "ww). 

可 以 证 明 ,U" OV 与 Homs (U,V ) 是 同 构 的 FG 模 . 

下 面 我 们 证 明 有 限 群 表示 理论 中 的 一 个 最 基本 结果 , 它 是 由 H. Maschke 于 1898 
年 发 现 的 . 

Maschke 定理 设 G 是 群 ,charF 一 0 或 charF 不 整除 1G|, 如 果 忆 是 一 个 FC 模 
且 立 是 辟 的 一 个 FC 子 模 , 则 作为 FG 模 ,只是 辟 的 一 个 直 和 因子 . 

证 明 因为 U,V 是 FG 模 ,当然 U,V 也 是 下 向 量 空 间 . 作为 向 量 空 间 , 由 线性 
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代数 知道 ,存在 U 的 一 个 下 子 空间 W 使 U=V@BW. 

令 rt:U>V 是 U 在 V 上 沿 W 的 投影 , 即 车 w=v 二 ww, 其 中 EU,vEV,wEW, 则 
"(wu) 二 v, 故 x 是 使 得 x(v)=v,vEV ,xr(w) 二 0,wEW 的 唯一 的 线性 变换 . 对 于 uEU， 
再 定义 U 到 U 的 线性 变换 为 


1 3 
wu) 一 Ts tw). 


因为 V 是 U 的 FG 子 模 ,所 以 对 于 gE€ G,v EV, 我 人 有 gvEV. 由 此 可 见 w 把 U 
映射 到 V, 又 因为 w 在 V 上 是 恒 等 的 ,因而 对 VY gE€ Gv EV ,我 人 有 gr(g iv) = 
&g8 iu 二 v, 因 而 ww 在 V 上 的 限制 是 恒 等 的 ,作为 向 量 空间 ,由 线性 代数 知 U =V 外 
Kerr' . 

下 面 我 们 只 需 证 明 Kerr' 是 U 的 FG 子 模 ,为 此 只 需 证 明 w 是 FG 模 同 态 , 即 只 需 
证 明 对 Y zxE€ GuEU,n(zu) = zw (wu). 首先 我 们 有 

Wrzu) = 南星 e*e = 催 忆 rr ee) 
= Dre ew) 


当 & 取 遍 CG 中 元 时 ,对 于 固定 的 zxE G,y = zg 也 取 遍 G 中 元 ,因而 适当 替换 变量 
后 我 们 有 


W zu) = x Byrny iz)) 一 rm (ao)， 
IGlAe 


定理 3.2.4 设 玉 是 域 且 charF 不 整除 IG|, 则 每 一 个 非 零 FG 模 是 半 单 的 . 

证 明 设 U 是 非 零 FG 模 ,对 dimsU 用 归纳 法 . 车 U 是 单 模 , 则 结论 成 立 . 这 说 明 
dimsU 三 1 的 情况 已 证 . 

设 dimsU>1 且 UU 不 是 单 模 , 则 UU 必 有 一 个 非 零 真 子 摸 ,由 Maschke 定理 ,存在 
U 的 非 零 真 子 模 W 使 得 U=VOOW. 又 dimsV ,dimsW<<dimsU ,由 归纳 假设 ,V 和 W 是 
半 单 的 ,从 而 U 是 半 单 的 . 


Hamilton 小 传 


哈密 尔 顿 (W. R. Hamilton) 是 爱尔兰 数学 家 ,物理 学 家 ,1805 年 8 月 4 日 生 于 爱 尔 
兰 的 都 柏林 . Hamilton 五 岁 时 就 能 读 拉 丁 语 .希腊 语 和 希 伯 来 语 ,14 岁 时 已 学 会 了 12 
种 语言 . 1823 年 进入 都 柏林 三 一 学 院 学 习 . 1827 年 , 当 他 才 22 岁 还 是 大 学 生 时 , 便 被 任 
命 为 邓 辛 克 天 文 台 台 长 及 都 柏林 三 一 学 院 天 文学 教授 ,并 获 皇家 天 文学 家 称号 . 1832 
年 成 为 爱尔兰 科学 院 院士 ,1837 一 1845 年 任 院 长 . 

Hamilton 在 数学 上 的 主要 成 就 是 发 现 了 四 元 数 和 发 展 了 变 分 法 及 微分 方程 的 理 
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论 . 四 元 数 是 复数 的 自然 推广 ,四 元 数 中 的 i、j\、k 的 平方 都 是 一 1, 利 用 它们 ,三 维和 四 
维 中 的 旋转 可 以 进行 代数 化 的 处 理 . 但 最 重要 的 是 ,四 元 数 关于 乘法 运算 是 不 交换 的 ! 
这 是 当时 发 现 的 第 一 个 不 满足 交换 性 的 环 . 

Hamilton 后 来 回忆 道 :在 经 历 了 15 年 的 揽 思 苦 想 之 后 ,智慧 的 火花 某 一 天 突然 在 
他 的 大 脑 中 进发 . 那 是 1843 年 10 月 16 日 ,星期 一 , 当 Hamilton 沿 着 皇家 运河 步行 去 
爱尔兰 科学 院 的 路 上 时 ,他 的 脑海 中 闪现 出 了 如 下 的 一 串 基 本 公式 ， 

= 了 =k=ijk=—1. 

这 包含 了 他 15 年 来 所 考虑 的 问题 的 全 部 解 . 他 迅速 地 把 这 记录 在 随身 携带 的 笔记 
本 中 ,并 在 路 过 运河 边 的 一 座 小 桥 时 ,用 小 刀 将 公式 刻 在 了 桥 边 的 石头 上 . 

克 莱 因 (M. Klein) 后 来 评价 说 :四 元 数 的 发 现 “ 对 代数 学 具有 不 可 估量 的 重要 性 ”. 
以 Hamilton 名 字 命 名 的 术语 有 :Hamilton 函数 ( 它 代表 了 物理 系统 中 的 总 能 量 ). 哈密 
尔 顿 一 雅 可 比 微分 方程 以 及 线性 代数 中 的 凯 莱 一 哈密 顿 定理 等 . 而 向 量 、 标 量 、 张 量 等 
术语 的 使 用 也 归功 于 Hamilton. 

Hamilton 于 1865 年 9 月 2 日 在 都 柏林 附近 的 邓 辛 克 天 文 台 逝世 ,享年 60 岁 . 


问题 3. 2 


1. 设 U 和 V 是 FG 模 , 则 U"OrV 与 Homx(U,V) 是 同 构 的 FG 模 . 

2. 设 玉 是 域 G 的 有 限 群 ,证 明 ; 

(1)a=5ecg€EFG, 则 Fa 是 FG 中 与 平凡 模 同 构 的 唯一 的 子 空间 ; 

(2)f: FG 一 F 是 FG 模 的 满 同 态 , 其 中 对 于 gEG,f(g)= 二 1, 则 Kerf 是 FG 的 使 
得 RG/Kerf 同 构 于 平凡 模 的 唯一 的 子 模 ; 

(3) 设 charF||G|, 则 FaSKerf( 由 此 得 Kerf 不 是 FG 的 直 和 因子 ), 因 此 FG 模 
不 是 半 单 模 . 


§ 3.3 半 单 代数 的 对 称 性 


本 节 涉 及 的 代数 均 指 有 单位 元 的 有 限 维 下 代数 ,其 中 下 是 一 个 域 . 代数 上 的 模 均 
指 有 限 生成 模 , 模 的 直 和 也 假设 是 有 限 的 . 

定义 3.3.1 代数 4 是 半 单 的 ,如 果 所 有 的 非 零 4 模 是 半 单 的 . 

如 果 G 是 有 限 群 且 下 的 特征 不 整除 1G|, 则 群 代数 FG 是 半 单 的 . 

下 面 我 们 介绍 半 单 代数 的 某 些 基本 结果 . 首先 ,我 们 来 决定 在 什么 条 件 下 ,一 个 且 
模 是 半音 的. 

引 理 3.3.1 对 于 一 个 4 模 M 来 说 ,下 列 条 件 是 等 价 的 : 
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(1)M 的 任何 子 模 是 M 的 直 和 因子 ; 

(2)M 是 半 单 模 ; 

(3)M 是 一 些 单子 模 的 和 . 

证 明 (1) 一 (2), 与 推论 5. 3.4 类 似 证 明 . (2) 一 (3), 由 定义 直接 可 得 . 

(3) 过 (1) ,假设 (3) 成 立 ,N 是 M 的 一 个 子 模 . 令 V=max{WCMIWNN=0), 其 
中 到 是 M 的 子 模 .我 们 希望 证 明 N 十 V 一 M. 

设 N 二 VCM, 如 果 M 的 每 一 个 子 模 均 会 在 N+V 中 ,由 (3) 知 ,MSN 十 V, 矛 盾 . 
因而 必 有 M 的 一 个 单子 模 $ 不 含 在 N+V 中 ,因为 S 门 CN 十 V) 是 单子 模 S 的 真子 模 ， 
故 SNCN+V)==0, 当 然 SNV=0, 于 是 我 人 有 VCV 十 S. 令 n€ENNCV 十 S), 则 存在 v 
EV,sES 使 得 n=v 十 s. 由 此 得 s==n 一 uv€ESN CN 十 V), 因 而 s=0, 也 即 ==v, 因 为 N 
NV=0, 所 以 n=0. 由 此 得 NN 站 {V 十 S)=0. 这 与 V 的 极 大 性 假设 矛盾 ,因而 我 人 有 M 
三 N+V. 又 因为 NNV=0, 故 M 是 NN 与 V 的 直 和 , 即 N 是 M 的 直 和 因子 ,这 就 得 出 
(1) 成 立 . 

引 理 3.3.2 半 单 模 的 子 模 和 商 模 也 是 半 单 模 . 

证 明 设 M 是 一 个 半 单 4 模 , 由 引 理 3.3.1 可 知 ,M 的 每 一 子 模 都 同 构 于 M 的 某 
个 商 模 ,于 是 只 要 证 明 M 的 每 个 商 模 是 半 单 模 即 可 . 令 M/N 是 一 个 商 模 ,f : M 一 
MI/N 是 一 个 自然 模 同 态 , 因 为 M 是 半 单 的 , 则 M 是 一 些 单子 模 的 直 和 . 不 妨 设 M=5， 
十 Ss 十 … 十 S$,, 于 是 M/N= 二 fCM) 二 1(S1) 十 1(S:) 十 … 十 1(S,). 由 模 同 态 基本 定理 ， 
了 (5) 同 构 于 5S; 的 某 一 个 商 模 , 但 5, 是 单 模 , 故 /(S,) = 二 0 或 了 (5,) 是 单 模 ,因而 M/N 
是 单子 模 的 和 . 由 引 理 3. 3. 1 知 ,M/N 是 半 单 模 . 

引 理 3.3.3 代数 4 是 半 单 的 当 且 仅 当 4 模 4 是 半 单 的 . 

证 明 设 4 模 4 是 半 单 的 ,M 是 由 {mi，…,m,} 生 成 的 4 模 . 令 4 表示 -~ 个 4 模 
4 的 直 和 ,定义 

fa a) am + Tam,, 
则 了 是 4" 到 M 的 一 个 4 模 同 态 且 为 满 同 态 . 
于 是 M 同 构 于 半 单 模 4" 的 一 个 商 模 . 由 引 理 3. 3. 2 知 M 是 半 单 的 ,从 而 4 是 半 单 代 
数 .反之 ,由 定义 直接 可 得 . 
定理 3.3.4 设 4 是 一 个 半 单 代数 ,4 作为 4 模 , 可 设 
422S, 田 …@sS,， 
其 中 5; 是 4 的 单子 模 ,1<i<r, 则 任何 一 个 单 4 模 同 构 于 某 个 Si 

证 明 设 S 是 一 个 单 4 模 ,固定 某 个 0 关 s*ES, 令 Ya) 一 ax, 其 中 aE4, 则 ?是 4 
到 5 的 一 个 4 模 同 态 , 因 为 S 是 单 模 , 故 ”是 满 射 . 对 每 个 z 来 说 , 令 P : S, 一 8 是 9 在 
5; 上 的 限制 ,车 对 所 有 的 i 来 说 ,w= 二 0, 则 必 有 p=0. 这 与 gz0 相 巴 盾 , 故 必 存 在 某 个 i 
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使 g 关 0, 由 Schur 引 理 可 知 ,9 : S 一 S 是 同 构 映射 . 

定理 3.3.5 设 A4 是 半 单 代数 ,S;,…,5, 是 所 有 不 同 构 的 单 4 模 , 即 每 一 个 4 模 
恰好 同 构 于 某 个 5;, 设 M 是 一 个 4 模 ,不 妨 设 为 ME2m Si 人 …G@mS., 其 中 心 为 非 负 整 
数 ,1<i<r, 则 是 唯一 确定 的 . 

证 明 对 于 4 模 mS, 旬 …@Bn5, 来 说 ,存在 一 个 及 十 … 十 n, 项 的 合成 列 , 在 这 
个 合成 列 中 ,每 个 5, 作为 合成 因子 出 现 次 ,由 模 的 Jorder-Holder 定理 ,结论 成 立 . 

下 面 我 们 将 分 类 所 有 的 半 单 代数 . 首先 我 们 证 明 某 一 类 代数 的 半 单 性 ,然后 我 们 证 
明 所 有 的 半 单 代数 属于 这 个 类 中 . 

设 DD 是 一 个 有 限 维 下 代数 ,M,(D) 表 示 分 量 在 D 中 的 所 有 nnXn 矩阵 组 成 的 集 
合 , 则 M,CD) 是 一 个 mdimrD 维 的 代数 , 称 为 D 上 的 矩阵 代数 . 令 EE,(a) 表 示 (i, 让) 
位 置 为 &` 其 余 位 置 为 零 的 矩阵 ,D" 表示 元 素 在 D 中 且 长 度 为 n 的 列 向 量 构成 的 集合 ， 
则 对 于 矩阵 乘法 来 说 , 乙 是 一 个 M,(D) 模 . 

定理 3.3.6 设 刀 是 一 个 可 除 代数 ,mnEN, 则 单 M,CD) 模 同 构 于 D";M,(D) 作 为 
M,(D) 模 , 它 同 构 于 个 M,(0) 模 D" 的 直 和 . 特别 地 M,CD) 是 半 单 代数 . 

证 明 Dr" 的 一 个 非 零 子 模 N 必 含有 一 个 非 零 向 量 v, 因 而 对 某 个 j 来 说 , 必 有 一 
个 非 零 元 素 ,在 zx 的 第 7 个 位 置 .用 Bi(z- 0) 左 乘 u, 则 N 含有 第 j 个 标准 基 向 量 w , 即 
第 j 个 位 置 为 1、 其 余 位 置 为 零 的 维 列 向 量 . 用 适当 的 置换 矩阵 左 乘 zi, 则 易 得 对 每 个 
1<j<n,N 含有 所 有 标准 基 向 量 . 因而 D" 是 D" 的 唯一 的 非 零 M,CD) 子 模 , 即 D" 是 单 
M,(D) 模 . 

对 每 个 1<k<n, 令 C, 表示 非 零 元 素 在 第 六 列 , 其 余 列 均 为 零 的 nXn 矩阵 构成 的 
集合 , 则 Ci 是 M,CD) 子 模 . 

显然 ,M,(D) 作 为 M,(D) 模 ,我 人 有 M,CD)22G1-iC: 

又 C, 作为 M,CD) 模 , 它 同 构 于 D", 由 引 理 3. 3. 3 得 M,(D) 是 半 单 代数 . 又 由 定理 
3.3.4 知 ,在 同 构 意义 下 ,D" 是 唯一 的 单 M,(D) 模 . 

引 理 3. 3.7 单 代数 一 定 是 半 单 代数 . 

证 明 令 4 是 一 个 单 代数 ,把 4 看 作 是 一 个 4 模 , 令 卫 是 4 的 所 有 单子 模 的 和 ,5S 
是 4 的 一 个 单子 模 , 对 于 s*ES,aEc4, 令 pxsrwsa, 则 ?是 S 到 Sa 的 一 个 模 同 态 .于 是 
Sa 二 0 或 Sa 是 一 个 单 模 , 无 论 哪 种 情况 , 均 有 SaS 瑟 由 此 得 是 4 的 一 个 右 理想 ,从 
而 是 4 的 一 个 理想 .但 4 是 单 代数 且 3#0, 故 4 二, 也 即 4 是 一 些 单 4 模 的 和 ,由 引 
理 3.3.1 和 3.3.3 得 4 是 半 单 代数 . 

定理 3.3.8 设 刀 是 可 除 代数 ,EN, 则 M.CD) 是 单 代数 . 

证 明 设 0 关 MEM,CD) ,我 们 需 证 明 由 M 生成 M.CD) 的 主 理想 ,] 就 是 M,(D) 本 
身 ,为 此 只 要 证 明 J 含有 每 一 个 E(1) 即 可 . 因为 M 关 0; 必 有 1<r,s<n 使 得 M 的 
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(r,s) 位 置 的 元 素 不 为 零 ,把 这 个 元 素 记 为 =, 容 易 验 证 
E,.(D)=E,.(z- ME,(1) EJ. 
令 1<i,j<<n,w 和 过 分 别 是 对 应 于 对 换 (i,s) 与 Cs, 力 的 置换 矩阵 , 则 E,(1)= 
wEs(1)w' EJ. 这 就 完成 了 证 明 . 
引 理 3.3.9 设 B8=B, 四 … 旬 B, 是 n 个 代数 的 直 和 , 则 B 的 理想 恰 如 厂 田 … 田 
J ,这 种 形状 ,其 中 J 是 Bi 的 理想 ,1<i<<n. 
证 明 设 J 是 B 的 理想 ,对 Y i;, 令 J,=JNB, 则 
BI- ES.6=b+ +b,, 
其 中 bE B,, 固 定 某 个 i 令 ei 二 0 十 … 十 0 十 1 十 0 十 … 十 0, 其 中 1 为 B; 的 单位 元 , 则 性 一 
be;€EJN 人 NB 二 Ji, 故 b@B;-1Ji, 这 就 证 明 /具有 所 希望 的 形式 . 
反之 , 易 证 具有 1 旬 … 旬 J 这 种 形状 的 集合 是 B 的 理想 . 
定理 3.3.10 设 rEN,1<i<r,D, 是 下 上 的 可 除 代数 ,对 于 nnEN, 邻 B= 
M,(D), 设 B 是 Bi 的 外 直 和 , 则 B 是 半 单 代数 且 它 恰 有 个 互 不 同 构 的 BB 模 以 及 2 个 
理想 且 每 个 理想 恰 具 有 @ieyBi 这 种 形状 ,其 中 J 三 {1,2,…,n}). 
证 明 ”对 每 个 i, 由 定理 3. 3.6 知 ,B,=Cn 欠 … 外 Ci, 其 中 Cs(1<j<<n) 是 相互 同 
构 的 单 B, 模 , 令 (51,…,6b,)m 二 bm, 则 Cy 也 作成 一 个 B 模 . 显然 ,如 果 Cu 作为 B, 模 是 
单 模 ( 半 单 模 ), 则 它 作为 B 模 也 是 单 模 ( 半 单 模 ). 于 是 作为 妃 模 ,BG2 四 ,Cu 由 引 理 
3.3.3 知 已 是 半 单 代数 . 又 由 定理 3. 3. 4 知 , 任 何 一 个 单 B 模 同 构 于 某 个 C. 但 是 作为 
已 模 来 说 ,CoS2Cuw, 当 且 仅 当 ; 一 A, 故 恰 有 > 个 互 不 同 构 的 单 8 模 . 关于 理想 的 结论 ,由 
定理 3. 3. 8 和 引 理 3. 3. 9 即 得 . 
上 面 我 们 证 明了 可 除 代数 上 矩阵 代数 的 直 和 是 半 单 代数 . 下 面 将 证 明 , 这 个 逆 也 是 
对 的 , 即 任何 一 个 半 单 代数 都 同 构 于 可 除 代数 上 矩阵 代数 的 直 和 . 
首先 我 们 建立 自 同 态 代 数 与 反 代 数 之 间 的 密切 联系 . 
引 理 3.3.11 设 B 是 一 个 代数 , 则 B"S2Ends(B). 
证 明 设 pEEnds(B),a=q(1), 则 对 Y 5EB,p(b) 二 bp(1)=ba, 也 即 8 是 B 的 右 
乘 变换 定义 的 自 同 态 , 记 p=f,, 于 是 我 们 有 Ends(B)=(f,| a€ B}, 这 就 意味 着 
Ends(B) 与 B 之 间 一 一 对 应 . 
为 完成 证 明 , 只 需 证 对 Y a,bEB 有 ff.==f。.。, 任 取 zxEB, 我 人 有 (f,f.)(z)=/ 
(z6) 二 zxba 二 fw(z) 二 fs。.s(z) ,这 就 完成 了 证 明 . 
引 理 3.3.12 设 S,,…','S- 是 不 同 的 单 4 模 ,对 每 个 i,1<i<r, 令 U; 是 有 限 个 $， 
的 直 和 ,U==U.@…@U,, 则 
Enda(U)QEnda(U)® … 四 Endas(U.) 7 
证 明 设 ypEEnda(U), 固 定 某 个 i, 则 VU; 的 每 个 合成 因子 同 构 于 5;. 由 模 的 
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Jordan-Holder 定理 知 ,p(U,) 的 每 个 合成 因子 也 同 构 于 S:- 
首先 我 们 证 明 gq(U,)SU;. 假设 pLU') 不 包含 在 U, 中 ,在 自然 映射 下 ,p(Ui) 在 U/U; 
中 的 像 是 一 个 非 零 子 模 , 且 有 5; 作为 它 的 一 个 合成 因子 . 另 一 方面 ,由 题 设 可 知 ,UV/U; 
的 合成 因子 恰好 是 那些 5,, 其 中 i 隆 j, 因 而 U/U,, 的 子 模 不 可 能 有 S; 作为 其 合成 因子 . 
这 就 得 出 g(U,)SUi. 仿 是 9p 在 Ut; 上 的 限制 , 则 mEEnda(U,). 作 Enda(U) 到 End。 
(UD) 田 … 四 EndA(U,) 的 映射 
了 :9 一 > (全 分 )， 
则 易 证 是 4 模 单 同 态 . 
再 证 了 是 满 射 即 可 . 设 ( 员 ,…,g)E EndA(UD)G … 四 EndA(U.), 任 取 zEU, 则 > 
一 zi 十 … 十 rr 其 中 厂 EU 
令 qz)= 二 (r=) 十 … 十 Gy(z,), 则 易 验 证 EEnd4(U0) 且 T(9)=(q,…,), 故 TT 
是 满 射 . 
引 理 3.3.13 若 S 是 一 个 单 4 模 , 则 对 任意 的 EN, 都 有 
Enda(nS)2M, (End(S)). 
证 明 把 nS 的 元 看 作 分 量 为 5 中 元 的 = 维 列 向 量 . 令 $= (8) EM,L(Enda(S))， 
定义 nS 到 nS 的 映射 T(@)， 
5 hr 


5 


(5) 十 十 和 (5,)》 
T(®) : 


Sn (TR A B51) 十 十 和 (5,) 
因为 每 个 my 是 4 模 同 态 ,容易 验证 对 Y aE 4A,s,tEn5 ,都 有 
TB) astt) =a[LT (8B) 5)]+T(E) 0), 
因而 T(8)E Enda(nS). 可 以 验证 以 上 定义 的 
T : M,(Enda(S))>Enda(nS) 
是 一 个 代数 单 同 态 . 只 需 证 7 是 满 射 即 可 . 
令 yEEnda(n5), 对 Y 1<i,j<n, 定 义 S 到 5 的 映射 


5 pls) 0 pnls) 
0 (5) : 5) 
gpl = ,yl = 
‘ ’ 0 到 
0 Lacs) SG) 


容易 验证 每 个 好 EEnda(S), 令 更 = ( 邮 ), 则 更 EM,C(Ends(CS)) ,于 是 了 (到 ) 一 % 
这 就 证 明了 T 是 满 射 . 

如 果 $ 是 一 个 单 4 模 ,由 Schur 引 理 直 接 可 得 End4(S) 是 一 个 可 除 代数 . 进一步 
地 ,代数 闭 域 上 的 代数 Ends(S) 有 更 具体 的 结构 . 
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引 理 3.3.14 设 F 是 代数 闭 域 ,S 是 一 个 单 4 模 , 则 End4(S)S2 太 . 

证 明 设 YEEnd(S), 把 9 看 作为 有 限 维 已 向 量 空间 S 上 的 下 线性 变换 . 因为 环 
是 代数 闭 域 ,p 在 中 有 一 个 非 零 特征 根 hr, 设 了 是 EndA(S) 的 恒 等 元 , 则 9 -TEEnd。 
(5S) 有 非 零 的 核 ,因而 不 是 可 逆 的 . 因为 Enda(S) 是 可 除 代数 ,这 就 迫使 p=1. 可 以 验 
证 ,p> MT 是 Enda(S) 到 下 的 一 个 同 构 映射 . 

引 理 3.3.15 设 B 是 一 个 代数 , 则 对 Y nEN, 都 有 M(B)* 生 M(B"*). 

证 明 设 XEM,(B)”, 令 %CX) 一 X' ,其 中 X 为 矩阵 X 的 转 置 ,容易 看 出 y 是 
M,(B)”* 到 M,(B”) 的 一 一 对 应 . 

任 取 关 = (xz) ,Y= (yy)E M,(B)”*, 则 对 Y i,j, 我 们 有 


PXIGIND; = DIK = DX aY'y 


= ziyp 一 ynzn = (YE) 
= (YX)', = (XY)', = y(XY),, 
这 表明 
YXYI=p XY), 
由 此 可 知 y 是 一 个 代数 同 态 ， 
有 了 以 上 的 准备 工作 ,现在 我 们 可 以 给 出 半 单 代数 的 结构 定理 . 
定理 3.3.16 代数 4 是 半 单 的 所 4 同 构 于 可 除 代数 上 矩阵 代数 的 直 和 . 
证 明 设 4 是 半 单 代数 , 则 4A=U1 旬 …@U,, 其 中 Ui 是 个 单 4 模 5 的 直 和 , 当 
1 天 7 时 ,S, 与 5; 不 同 构 . 
我 们 有 
A”QEnda(A)QEnd,(U,)® …DEnda(U,) 
QEnda(m51)® …OEnd(n,S,) 
QM, (Enda(S1))® …@M. (Enda(S,)), 
于 是 我 们 有 
A 2[M, (Enda($1))® … 四 M. (Enda(S,)) J 
QM,, (Enda(S))”® … 四 M. (Enda(S,)” 
QM, (Enda(S)”*)® OM, (Enda(S)™). 
因为 一 个 单 模 的 自 同 态 代数 是 可 除 代 数 , 可 除 代数 的 反 代 数 也 是 可 除 代数 . 由 此 得 
知 ,任意 一 个 半 单 代数 同 构 于 可 除 代数 上 和 矩阵 代数 的 直 和 . 
反之 ,由 定理 3. 3. 10 可 得 : 
定理 3.3.17 代数 4 是 单 代数 会 4 同 构 于 某 个 可 除 代数 上 的 矩阵 代数 . 
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证 明 设 4 是 单 代数 ,由 引 理 3. 3.7 知 ,4 是 半 单 的 .再 由 定理 3. 3. 16 得 4 同 构 
于 可 除 忆 代 数 上 个 矩阵 代数 的 直 和 . 但 由 定理 3. 3. 10 知 ,4 恰 有 2" 个 理想 ,又 4 是 
单 代数 , 故 4 恰 仅 有 2 个 理想 ,故我 们 有 一 1. 因而 任何 单 代数 同 构 于 某 个 可 除 代数 上 
的 矩阵 代数 . 由 定理 3. 3. 8 得 出 定理 的 另 一 面 . 

代数 闭 域 上 的 半 单 代数 有 更 简明 的 结构 . 

定理 3.3.18 “ 设 下 是 代数 闭 域 ,4 是 已 上 的 半 单 代数 , 则 4 同 构 于 上 的 矩阵 代 
数 的 直 和 . 


问题 3.3 


1. 设 nEN, 令 yn(F) 是 nXn 上 三 角 答 阵 构成 的 代数 ,V,(F) 是 上 维 列 向 量 集 
合 ,证 明 :VY,(P) 关 于 向 量 的 加 法 与 矩阵 乘法 构成 T,(F) 模 , 且 它 有 唯一 的 合成 列 使 得 
每 一 个 单 T,CF) 模 作为 合成 因子 在 这 个 合成 列 中 恰好 出 现 一 次 . 

2.T.(F),V.F(F) 如 上 题 所 设 , 证 明 :T,(F) 模 了 7 了,(F) 同 构 于 V,(F) 的 所 有 非 零 子 
模 的 直 和 . 

3. 设 U 是 一 个 4 模 , 令 nEN,U" 是 元 素 在 U 中 的 n 维 列 向 量 组 成 的 集合 ,与 第 1 
题 的 运算 相同 ,U" 作成 一 个 M,(4) 模 . 证 明 :U 是 一 个 单 4 模 当 且 仅 当 U" 是 一 个 单 
M,(4) 模 . 

4. 对 任意 的 和 4 模 吕 ,VV ,都 有 Homa(U,V) 名 Homwiw(U",V'). 

5. 证 明 :4 是 单 4 模 当 且 仅 当 4 是 可 除 代数 . 

6. 设 8 是 一 个 有 限 维 F 代数 ,不 一 定 有 单位 元 ,证 明 : 如 果 B 是 一 个 单 代数 且 其 乘 
法 运算 不 恒 为 零 , 则 妃 同 构 于 某 个 可 除 代数 上 的 矩阵 代数 . 


Jordan 小 传 


若 尔 当 (M. E. C. Jordan) ,法 国 数学 家 ,1838 年 1 月 5 日 生 于 里 昂 . 1855 年 以 第 一 
名 的 成 绩 进入 巴黎 综合 工科 学 校 . 毕业 后 进入 矿业 学 校 ,以 后 任 工程 师 至 1885 年 . 从 
1873 年 至 1912 年 ,Jordan 同时 在 巴黎 综合 工科 学 校 和 法 兰 西学 院 任教 . 1881 年 被 先 
为 法 兰 西 科学 院 院士 . 

在 代数 几何、 分 析 、 拓 扑 学 以 及 数学 基础 方面 均 有 重要 贡献 . 以 他 的 名 字 命 名 的 概 
念 有 :矩阵 论 中 的 若 尔 当 典范 型 .拓扑 学 中 的 若 尔 当 定理 、 群 论 中 的 若 尔 当 一 替 尔 德 
《O.L. Holder) 定 理 和 若 尔 当 代数 等 . 

Jordan 在 1870 年 发 表 的 《置换 与 代数 方程 论 ) 是 一 部 经 典 著作 ,其 中 首次 将 由 伽 
罗 瓦 创建 的 确定 多 项 式 的 根 式 解 的 理论 ( 即 伽 罗 瓦 理论 ) 进 行 了 清晰 和 完整 的 论述 ,并 
特别 研究 了 线性 变换 群 ,可 解 群 及 其 在 代数 和 几何 上 的 应 用 . 在 这 本 书 中 ,Jordan 还 首 
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次 将 交换 群 称 为 Abel 群 . 虽然 群 这 一 术语 是 伽 罗 瓦 引入 的 ,但 正 是 Jordan 的 著作 才 使 
得 该 术语 为 广大 数学 家 所 接受 . 他 的 另 一 影响 巨大 的 书 是 《分 析 教程 ), 这 是 第 一 部 严密 
的 分 析 著 作 ,特别 是 提出 了 有 名 的 Jordan 定理 . 

Jordan 于 1922 年 1 月 22 日 在 巴黎 逝世 . 


§ 3.4 有限 结合 代数 的 表示 


有 限 群 的 表示 理论 是 群 和 代数 的 一 个 重要 分 支 , 它 在 群 论 本 身 以 及 在 物理 ,化 学 等 
学 科 都 有 着 广泛 的 应 用 . 有 限 群 的 表示 理论 大 致 可 分 为 两 类 ,一 为 常 表示 理论 ,一 为 模 
表示 理论 . 前 者 在 有 限 群 的 发 展 中 起 了 很 大 作用 ,后 者 对 于 著名 的 有 限 单 群 分 类 问题 的 
解决 提供 了 有 力 的 工具 . 

一 个 抽象 的 研究 对 象 ,人 们 总 希望 用 一 个 具体 的 研究 对 象 表示 它 . 例如 ,任意 一 个 
域 记 上 的 nn 维 向 量 空间 都 可 用 元 序 组 作成 的 向 量 空间 F" 来 表示 ;任意 一 个 环 可 用 一 
个 交换 群 的 自 同 态 作成 的 环 表示 ,类 似 地 ,任意 一 个 结合 代数 可 用 一 个 向 量 空间 的 线性 
变换 或 矩阵 作成 的 代数 来 表示 ， 

定义 3.4.1 设 4 是 域 玉 上 有 限 维 结合 代数 ,Y 是 玉 上 nn 维 向 量 空间 , 称 代数 同 
态 p: A 一 M,(F) 为 4 的 一 个 矩阵 表示 ， 

称 代数 同 态 :4-=*Endr(V ) 为 4 的 一 个 线性 表示 ,有 时 简称 为 表示 .V 称 为 表示 空 
间 ,n 称 为 表示 的 级 . 

定义 3.4.2 两 个 矩阵 表示 ,9 称 为 等 价 的 ,如 果 它们 的 级 数 相同 , 且 存 在 一 个 
可 逆 矩 阵 5, 使 得 g(a) 二 S (pr(a))S-1,a€ A. 两 个 线性 表示 ,Pp 称 为 等 价 的 , 若 存在 
向 量 空间 的 同 构 y:Vi->V;, 使 得 8a) 二 y(n (a ,ac A. 

易 证 ,等 价 是 表示 之 间 的 一 个 等 价 关 系 . 

我 们 知道 , 域 上 维 向 量 空间 V 的 所 有 线性 变换 关于 变换 的 加 法 和 数 乘 作成 一 
个 上 的 2 维 向 量 空间 ,F 上 所 有 nXn 抢 阵 关于 和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 构成 一 个 向 量 空 
间 . 它们 是 同 构 的 . 同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 是 相似 的 于 是 ,等 价 的 矩阵 表示 
对 应 于 等 价 的 线性 表示 ,从 本 质 上 看 ,它们 是 完全 相同 的 . 

下 面 我 们 给 出 表示 的 另 一 个 描述 , 它 使 得 我 们 对 代数 的 表示 的 研究 可 通过 代数 上 
的 模 来 研究 . 

设 p 是 代数 A 的 一 个 表示 ,YCa) 二 T,EM,(F),a€E 4, 令 V 是 F 上 一 个 n 维 向 量 空 
间 ,oi,…，z 是 V 的 一 个 基 . 

对 于 zEV, 则 

z=hvi 二 "十 kv kis E 开 ， 
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k& 
心 
因为 ”是 4 到 M,(CF) 的 一 个 代数 同 态 , 直 接 验 证 可 知 下 列 等 式 成 立 ， 
az 十 y) 一 az 十 ayia(kz) 一 (ak) 工 一 AZz)， 
(a 十 bz 一 az 十 bry(ab)z 一 a(6r)， 
其 中 a,b€E A,z1yEV ,ERF. 
这 说 明 4 中 元 通过 p 可 定义 为 向 量 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 即 存在 AXV 到 了 的 
映射 满足 上 述 性 质 ,这 启发 我 们 引出 下 列 重要 概念 . 
定义 3.4.3 设 4 是 域 下 上 有 限 维 结合 代数 ,V 是 域 上 有 限 维 向 量 空间 ,我 们 
说 V 是 一 个 代数 4 的 代数 模 ,或 代数 4 的 表示 空间 ,车 存在 一 个 AXV 到 的 映射 
(aw)r>v 满 足下 列 性 质 ， 
(1D) 对 Y vEV 有 1v=v; 
(2) 对 YaE4,uvoEV 有 alutv)=autav; 
(3) 对 Y a,bE A1wEV 有 (ea 十 bp 一 au 十 but 
(4) 对 Y apE4,oE 有 ap) 一 (ab)ui 
(5) 对 Y aE A,kEF ywEV 有 alkv)= (ak)v=k(av). 
代数 4 的 两 个 代数 模 V 和 V', 称 为 同 构 的 ,如 果 有 V 到 的 一 个 双 射 pv 一 >v'， 
使 对 Y vi,vo,vEV ,a€E A,kEF 都 有 
(wit ve) = + vs av) =av' , (ky) 一 如 
相应 地 可 定义 代数 模 的 同 态 、 子 模 、 商 模 等 概念 . 相应 的 同 态 基本 定理 ,第 一 ,二 同 
构 定理 对 于 代数 模 也 是 成 立 的 . 
下 面 我 们 讨论 代数 的 表示 与 代数 模 之 间 的 关系 . 上 面 的 讨论 说 明代 数 4 的 一 个 表 
示 可 定义 代数 4 的 一 个 代数 模 . 反 过 来 ,给 定 代数 4 的 代数 模 ,也 可 以 按 如 下 方法 得 
到 代数 4 的 一 个 表示 . 
任 取 普 在 已 上 的 一 个 基 {uv…vos} ,对 Y a€ 4, 我 们 有 avi= 5k)EF, 
令 了 一 (oh), 则 易 验 证 :a 一 > Ts 是 4 到 M,CF) 的 一 个 代数 同 态 , 即 9 是 代数 4 
的 一 个 表示 . 
定理 3.4.1 代数 4 的 两 个 表示 等 价 全 它们 对 应 的 代数 模 同 构 . 
证 明 设 多 ,多 是 代数 4 的 两 个 互相 等 价 的 矩阵 表示 ,而 Pi,V。 分 别 为 qi,p 所 对 
应 的 代数 模 , 首 先 证 明 必 要 性 , 即 存在 域 尺 上 一 个 盖 阶 可 逆 矩 阵 5 使 得 
出 (a) 一 SCPCa))S-，aE4. 


az 一 (ooo)T。 
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根据 以 上 讨论 ,表示 外 所 对 应 的 代数 模 了 , 的 数 乘 运算 定义 为 


a = (var Vm) Ra) ,i=1,2. 


Vin 


其 中 wv,… ,vn 是 向 量 空间 V 的 基 避 二 1,2,n 为 表示 ,Pp 的 相同 的 级 数 . 


vn Van 
则 是 向 量 空间 V, 到 V; 的 同 构 对 应 ,可 验证 少 也 是 代数 模 V, 到 V, 的 同 构 对 应 , 即 等 
价 表示 对 应 的 代数 模 是 同 构 的 . 

下 面 再 看 充分 性 , 设 w, 与 V; 是 同 构 的 ,更 是 其 同 构 映 射 所 对 应 的 矩阵 ,{wi，…， 
un} 是 ViG=1,2) 的 基 , 则 

人 一 人 on 人 

是 代数 模 V; 的 一 个 基 , 对 于 aEA,n(a)€ M,(F) 有 
Vr 


a =(vn vn) RNa), 


Tin 
则 可 验证 
而 
唤 
于 是 yp (la)!'E M,CF). 

由 高 等 代数 知识 可 知 , 同 一 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 是 相似 的 ,所 以 存在 可 道 矩 
阵 了 ,使 得 Y9(a)% 一 TH(z)T …, 即 说 明 表 示 郧 和 多 是 等 价 的 . 

定义 3.4.4 域 记 上 代数 4 的 一 个 表示 ? 称 为 忠实 的 , 若 8:4 一 Endr(Y)( 或 8:4 
一 M,(F)) 是 一 个 代数 单 同 态 . 

代数 4 的 代数 模 V 称 为 忠实 的 ,车 对 任意 的 a€ 4, 由 aV 二 0 必 有 a=0. 

由 定义 易 知 ,忠实 代数 模 所 决定 的 表示 是 忠实 的 ,而 忠实 表示 所 对 应 的 代数 模 也 是 
忠实 的 . 

代数 4 本 身 可 看 作 代数 4 的 代数 模 , 这 是 因为 A 是 域 尺 上 的 向 量 空间 ,而 数 乘 运 
算 就 规定 为 4 的 乘法 运算 ,可 知 4 是 4 上 的 代数 模 . 

定义 3.4.5 4 称 为 代数 4 的 正则 代数 模 , 它 所 决定 的 表示 称 为 代数 4 的 正则 表 


a =vh ty nay 
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示 . 

由 4 有 单位 元 可 知 ,4 的 正则 代数 模 是 忠实 的 ,这 是 因为 车 c4 一 0, 必 有 la 一 0, 即 
4 二 0. 这 样 4 的 正则 表示 是 4 的 忠实 表示 , 亦 即 有 单位 元 的 维 代数 4 可 看 作 M,CF) 
的 一 个 子 代数 . 这 类 似 于 群 论 中 的 Cayley 定理 . 

定义 3.4.6 代数 4 的 一 个 表示 y 称 为 可 约 的 , 若 存 在 与 等 价 的 一 个 表示 9 具 
有 性 质 


Th SS 
mo=7.=| Po ] sa， 
其 中 Ti,Tw 分 别 是 不 全 为 零 的 nm Xn sns Xn; 矩阵,n, 二 0,i 二 1,2, 否 则 就 说 表示 y 是 


不 可 约 的 或 既 约 的 . 
代数 4 的 一 个 代数 模 V 称 为 不 可 约 的 或 既 约 的 ,车 的 子 模 只 有 和 零 和 V 自身 , 否 
则 就 说 V 是 可 约 的 . 非 零 既 约 代数 模 称 为 单 代数 模 . 
这 些 概念 与 前 几 节 的 有 关 概 念 是 一 致 的 ,我 们 有 下 面 的 结果 ， 
定理 3.4.2 代数 4 的 表示 9 是 既 约 的 全 8 对 应 的 代数 模 是 既 约 的 . 
证 明 首先 我 们 看 到 , 若 代数 4 的 一 个 矩阵 表示 p 是 可 约 的 ,不 妨 设 
we)=7.= | 7 ] ea, 
其 中 Tu,Tw 分 别 是 不 全 为 零 的 nyXnonsXns 箱 阵 ,之 0,i 二 1,2,n 二 加 十 表示 
?的 级 数 ,直接 验证 可 知 
PramrrTigarmr Th 
是 代数 4 的 两 个 级 数 比 低 的 表示 . 
现在 设 可 约 表示 9 所 对 应 的 代数 模 为 了 ,um,,…,uw 是 V 作为 下 向 量 空间 的 一 个 
基 . 其 数 乘 运 算 为 


be 
注意 到 7 的 形状 ,我 们 看 到 由 v4，，,… ,vw 生成 的 n 维 子 空间 Vs 必 是 V 的 代数 
子 模 , 这 是 因为 


ti 


vi mt 


一 (0,T2zz)| 
mw tu 三 


则 Vs 就 是 与 & 相应 的 一 个 代数 模 , 即 可 约 表示 对 应 的 代数 模 是 可 约 的 . 
设 代数 模 站 是 可 约 的 ,Y: 是 它 的 真子 模 ,利用 V, 按 下 面 的 方法 可 得 一 个 代数 模 ， 


a 一 了 和 
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取向 量 空 间 V 关于 子 空间 Vs 的 商 空间 二 V/V,, 其 元 素 为 0 二 v 十 V。, 规 定 乘法 运算 : 
av=av,WV ,a€E A. 

直接 验证 可 知 了 关于 这 个 运算 是 一 个 代数 模 , 称 为 代数 模 Y 关于 Vs: 的 代数 商 模 . 
取代 数 商 模 V/V 的 下 基 wiy…va 则 


a 


Ea: 


一 Tu 
v, av, mu 
即 商 模 V/V 是 与 表示 gy 相对 应 的 代数 模 . 

总 之 , 若 可 约 表示 98 相 对 应 的 代数 模 是 V, 则 可 约 表示 9 所 导出 的 表示 免 ,中 分 别 
相对 应 于 V 的 代数 子 模 V; 与 商 模 了 /V:. 

代数 表示 论 的 基本 问题 之 一 是 决定 代数 4 在 域 上 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 表示 ， 
这 等 价 于 决定 所 有 互 不 同 构 的 不 可 约 4 模 , 一 般 来 说 ,决定 结合 代数 4 的 所 有 不 可 约 
表示 是 非常 困难 的 ,但 对 代数 闭 域 上 的 半 单 代数 而 言 ,由 定理 3. 3. 18 知 , 这 个 问题 已 完 
全 解决 


问题 3.4 


1. 四 元 数 除 环 作为 实数 域 上 的 代数 ,给 出 这 个 代数 关于 基 1,i,j,k 的 正则 表示 ,这 
个 表示 可 约 吗 ? 
2. 给 出 全 矩阵 代数 关于 基 的 正则 表示 ,这 个 表示 可 约 吗 ? 


$3.5 群 表示 初步 


1. 群 的 表示 


车 群 G 与 正则 Xin 和 矩阵 群 {P} 同 态 , 则 称 {T) 为 群 G 的 一 个 维 线性 表示 , 即 
VY gnEG(la==1,2,…,m), 有 了 映射 
figusguar gm>T(g), T(g)EIT}, 
并 且 是 保持 乘法 的 :Y gy* gm 一 TCg)TCg). 当 m=1 且 映 射 为 可 逆 时 ,映射 为 同 
构 的 , 称 表示 为 忠实 的 ; 当 mm>! 时 ,映射 为 同 态 的 , 称 表示 为 非 忠实 的 ,此 时 表示 只 能 
反映 群 的 大 臻 结构 ,或 只 能 反映 G 与 同 态 核 N 的 商 群 G/N 的 群 结构 . 
2. 表示 的 基 


上 面 定义 的 表示 ,实际 上 是 群 元 在 某 个 基 矢 组 下 的 表示 ,离开 基 矢 组 ,表示 无 从 谈 
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起 . 基 矢 组 所 张 成 的 线性 空间 , 称 为 表示 空间 . 考察 群 元 如 何 作用 于 表示 空间 中 的 矢量 ， 
可 从 两 种 观点 分 析 - 

(19 主 动 观点 . 群 元 只 对 矢量 投影 进行 变换 ,不 影响 基 矢 . 设 Y XEL., 为 维 表示 
空间 , 则 利用 一 组 正 交 归 一 基 和 组)(; 二 1,2.…n)， 对 其 展开 :X 一 六 Xi 在 群 元 &， 
的 作用 下 ,有 

zz = gr = ST = Ds gos 
矢量 分 量 x 变化 的 方式 为 


而 一 7) Es = (bt) = (bgsz) = Db gb i = Bre 


| 


其 中 研 (go)u(i,j = 1,2,…,n) 为 表示 的 矩阵 元 ,符号 (+,*) 表示 内 积 ， 并 且 在 运算 中 用 
到 正 交 归 一 关系 : (6,65)) = 6,(i,j 一 1). 


将 上 式 写成 矩阵 形式 , 简 记 为 x Si = T'(gi)z. 
(2) 被 动 观点 . 群 元 只 对 基 矢 作用 ,不 影响 矢量 . 此 时 基 矢 组 {1,5,，…,b,) 在 群 元 


&， 作 用 下 ,有 b> b= gb 引入 投影 算 符 P7z 二 zjb(m 三 1) (等 宏 性 ); 
DP = EX 一 六 PP 二 无 (完备 性 条 件 )， 


将 此 起 作用 于 上 趟 两 边 ， 注意 到 无为，X7 单 位 矩阵 ,有 
Eb' =W = p33 = Dar,. 


写成 矩阵 形式 : 
mg ee POD 
Cbsbasr bs) Ee bss) = bb )| : 
Tl(go)a * Tgo)m 
即 6 = br(g,). 


但 是 无 论 按 主动 观点 还 是 被 动 观点 , 在 群 元 {g.} 的 作用 下 ,其 物理 结果 应 是 相同 
的 .试看 下 面 例子 . 


例 3.5.1 设 儿 一 ,讨论 矢量 x 在 g, 作 用 下 的 变化 + 一 zx'(z 一 >)zb), 主 


动 z = >zib 一 了)T(gw)zjbis 被 动 z' 二 Dz 一 zibjT(g,);. 显然 两 者 结果 
相同 . 
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例 3.5.2 设 L = 一 达 总 为 量子 力学 角 动 量 投影 算 符 ,其 本 征 函数 为 
dv V2 
讨论 系统 绕 Z 轴 转 动 a 角 , 则 球 坐 标 p 经 历 变换 
pd=pta, pd-pa. 
引入 标量 函数 的 变换 算 符 Pr, 表示 在 坐标 变换 下 ， 
rz = Rr,r= R-'z, 
相应 地 ,函数 形式 变化 为 P(x) 一 W'(z). 
对 于 标量 函数 应 有 更 '(z') 二 更 (z), 故 
Pra¥(lzx’) = (zr) 一 更 (z) = (RIz'), 
即 ( 上 式 坐 标 x' 均 改 记 为 z)Pr (zx) = 更 CR z), 对 于 本 例 ， 


Pa¥lp) 一 名 (CR-IP = - 
未 


即 Pn 的 作用 等 价 于 乘 以 因子 e-…, 亦 即 Pe 相当 于 算 符 exp( 一 iLsa). 
容易 证 明 , 算 符 Pa 的 集合 {exp( 一 iLsa)) 构成 一 个 群 ,而 且 与 坐标 变换 {R) 构成 的 
群 G 同 构 , 此 时 集合 {Px} 称 为 群 G 的 线性 实现 . 
例 3.5.3 量子 力学 中 线性 变换 算 符 的 变换 规律 . 设 有 线性 算 符 
a(x) = L(r)W(z), 


在 坐标 变换 下 xz 一 mz = Rz,z = R-iz' , 波 函 数 发 生变 化 ， 
Pz) = Vaz') = PrBalz!), 
s(x) —» W's(r') = Pra(z’). 
但 此 时 ， 
(zx) EA (zr), Bar) = L(x Par) 


ew (LY = mV.). 


em 一 e-mp,a (9)s 


即 
PrVas(z’) = Pr[L zWar)] = L(x')PrWalz’). 
由 于 的 任意 性 和 z 的 任意 性 ,因而 有 
L'(z) = PrL(z)PR. 
注意 ,量子 力学 中 物理 量 用 厄 米 算 符 表示 . 我 们 已 证 明 , 如 果 妃 只 是 对 称 变换 ， 
则 Px 对 应 守恒 量 , 且 LE,Pe] = 0, 式 中 石 为 系统 的 哈密 尔 顿 量 . 


3. 表示 的 特征 标 
特征 标 即 为 表示 和 矩阵 的 对 角 元 之 和 , 即 
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Xlg)= 2 8)=T, IT), 
其 中 符号 T,[*] 表示 矩阵 的 迹 . 
特征 标的 一 个 重要 性 质 是 ,同一 表示 中 同一 共 配 类 的 群 元 的 特征 标 相 等 . 注意 到 逆 
元 素 的 表示 矩阵 必 为 该 元 素 表示 矩阵 的 道 阵 , 即 
FerD = Ti(g,). 
这 一 性 质 极 易 验 证 : 
Trg Yr gD Tg)] = Trg)T (gH Tg)] 
由 于 求 迹 时 诸 矩 阵 次 序 可 循环 移动 , 故 
T,[rCgd Tg )r 8)] = TIr (ga)]. 
就 是 说 ,特征 标 是 类 函数 . 
车 {T(g,)) 为 群 G 的 nn 维 表示 ,XX 是 n Xi 正则 矩阵 , 则 集合 {PCg.)}》( 其 中 (8,) 
三 X7'T(g,)X), 亦 构成 群 G 的 一 个 维 表 示 , 称 为 {人 (g。)) 表示 的 等 价 表 示 . 实际 上 ， 
由 
r' Cg Cg) = (XT (gOXI K-T gH)X) 
= XT(g)T (gD)X = IT" (gogp) 
即 可 看 出 {P" (sg。)} 亦 为 群 G 的 表示 . 
显然 ,如 此 可 以 构造 许多 等 价 表示 . 容易 验证 这 些 等 价 表示 彼此 之 间 具 有 所 谓 的 等 
价 关系 (相互 性 ,传递 性 和 自 反 性 ) ,形成 互相 等 价 的 所 谓 表示 类 . 群 表 示 论 的 中 心 课题 
就 是 找到 群 的 全 部 表示 . 现在 问题 简化 为 寻找 群 的 所 有 不 等 价 表示 类 ,每 类 表示 只 须 找 
到 一 个 表示 就 可 以 了 . 显然 ,相应 同一 群 元 的 诸 等 价 表示 的 特征 标 相等 . 
在 同一 等 价 表示 类 中 出 现 多 种 形式 ,实质 上 可 以 说 是 产生 于 表示 空间 的 基底 变换 . 
设 矢量 Zz,y € L,, 且 y= 二 全 (g,)z. 当 对 基底 进行 变换 时 ， 


加 一 XGA = 1 on), 
由 线性 代数 易 知 ,对 于 新 基底 : 
y =T(g)z', 


其 中 
y= Xy,z' = Xz,T(g.) 一 和 PCED)X- = (XT(gIX!. 
在 所 有 nw 维 群 的 表示 中 , 恒 等 元 的 表示 矩 阵 是 相应 维 单位 矩阵 DD(7) 一 已; 一切 群 
都 有 一 个 一 维 平 凡 表示 ,或 称 恒 等 表 示 , 就 是 任意 g; € G,T(g.) = 1. 
对 于 和 矩阵 群 ,其 本 身 当然 也 是 一 个 表示 . 
例 3.5.4 循环 群 C,. 
C,= (E,a,a’,*…,a"!,a" = E) 
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令 w=exp(2 下 ), 此 处 i 为 虚数 单位 , 令 荆 (a) 二/, 则 攻 (E) 二 1, 其 中 整数 0p 过 
A 
显然 ， 

T(a") = (T(a))" = (of)" 三 MA 一 过)( 一 0, 土 1, 士 2,…)， 
构成 群 C, 的 一 维 表示 {2). 

当 4 二 1 时 , 即 pp 二 0, 给 出 平凡 表示 , 当 4 关 1 时 , 则 表示 不 等 价 . 由 于 表示 都 是 普 
通 的 数 ,等 价 表示 必然 相等 .但 p 只 及 种 选择 ,故此 处 给 出 C, 群 个 不 等 价 的 一 维 表 
示 ( 即 给 出 个 不 同 * 值 ). 

例 3.5.5 二 面体 群 D, 为 一 操作 群 ,如 图 3.1 所 示 系 循环 群 C, 的 操作 (用 元 素 4 一 
C1 表示 绕 O 点 转动 ), 再 加 上 对 Oz 轴 的 反射 元 素 6:0 一 > 一 0 等 所 构成 的 集合 ， 

D, = (Tasasya" 35004200 aa hb). 
容易 验证 D, 构成 一 个 群 , 称 为 二 面体 群 . 显然 有 关系 : 
a"=b = 1,aba = b. 


一 维 表示 
Te (Ca)=P(00) 一 纯 数 ， 
Ta Y=)=T VE)=1, 
TV (aba)=T"(6). 
由 此 
[PCe)] 了 一 LFe FE=1, Te)Pe GD) 一 1， 
即 
Tri( 厅 三 士 1 《Paz)7 "1 P= 
当 为 偶数 时 ,有 四 种 可 能 的 选择 : 
TW)=THD=1 Da) 一 TO) 一 一 1， 
Ta) 一 1yPe (0) 一 一 15 TY(a)=—1,T™(6)=1, 
它们 都 是 等 价 的 ,就 是 平凡 表示 . 
当 坟 为 奇数 时 ,有 两 种 可 能 : 
TH)=TVD=1: Te(a) 一 Po (OO 王 1 
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二 维 表示 
引入 符号 4 与 ,意义 同上 例 , 则 可 定义 表示 ， 
reo=|。 省 ,reoo=|: 站.recm= 人 时 
0 1/4 0 1 Sd 
由 于 值 在 范围 OP<<2 1 内 的 表示 与 在 范围 2 加 之 p<n 内 的 表示 等 价 ,我 们 
得 到 [Cn 一 1)/2] 个 不 等 价 的 二 维 表示 . 
群 的 表示 可 以 分 为 不 同 的 等 价 类 . 首先 我 们 将 等 价 表示 中 结构 最 简单 便于 讨论 的 
表示 找 出 来 


4. 可 约 表 示 


从 线性 变换 的 观点 看 , 若 表示 空间 L, 中 存在 于 空间 L,(m 达 n) ,在 群 G 的 作用 下 
是 封闭 的 , 即 Y zE Ln,Y g.€EG, 有 xz' 二 g,€L。, 则 工 , 称 为 ,的 不 变 子 空间 . 

在 线性 代数 中 已 经 证 明 , 通 过 适当 的 线性 变换 (相似 变换 ) ,表示 矩阵 总 可 以 变 为 如 
下 三 角形 式 ( 下 三 角 ): 

Dg.) 0 

X(g.) | 
则 该 表示 {IT(g,)} 称 为 可 约 的 . 容易 证 明 {D4' Cg,)} 与 1D2 Cg,) } 分 别 为 群 G 的 (一 m) 
维和 m 维 表示 . 

设 g.,gpEG, 且 gogp 二 grEG, 则 有 


T'(g,)= 


DY(g,) 0 
ran=r Geen =r er (en = | a Dy 
其 中 

DV(g)=DY(g) DY (gs), 

De (egy) 一 Do(go)D (gp)， 

Xlgr)=X(g ID (ga)+DT(g)X(ga). 
车 令 Y zxEL,Y g.EG， 


Xl 


DV(g,) 0 
X(g.) De Cg。) 


DY (g.) 
X(g)r+D Cg) zz 


可 见 zi( 有 n 一 m 分 量 ) 所 在 的 空间 L,(n 一 m 维 ) 是 不 变 子 空间 , 即 , 表 示 空 间 存在 
真子 空间 ( 除 空间 本 身 外 的 子 空间 ) 与 相应 表示 的 可 约 性 互 为 充 要 条 件 . 

对 于 许多 群 ,至 少 是 对 有 限 群 , 形 如 三 角形 的 可 约 表示 矩阵 可 以 通过 等 价 变换 最 后 
变 为 对 角 方 块 形 矩 阵 , 即 对 Y g.-EG, 有 
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T(g)=I"'(g)=X 'T(g)X (det X#0) 
则 此 表示 称 为 完全 可 约 的 . 此 时 和 矩阵 Cg) ,Cg.),… ,TT (g。) 所 在 的 空间 Lm。 
维 ) ,Llms 维 ),…L.(m. 维 ) 均 为 不 变 子 空间 , 且 
ms 二 ms 二 十 mm 二， 
其 中 xz。,z，，… ,zx 分 别 为 矢量 z 的 分 量 ,它们 分 别 为 mm。，,… wm, 维 . 也 就 是 说 ， 
LDNO™DL=L,, 
表示 空间 可 表 为 它们 的 直 和 . 或 表示 矩阵 P(g.) 可 以 表示 为 如 下 直 和 形式 : 
(Y BEG):P(g) 一 PCgJGPO g)O"Or? (g). 
其 中 {P Cg)) (PCgo)) (PCgo)) 均 为 群 G 的 表示 . 

车 {IT (g,)} 等 都 不 能 再 约 化 , 则 称 此 PCg。,) 为 “已 完全 约 化 的 ?或 “已 约 表示 ”, 而 
{Tg,)) 等 不 可 约 表示 . 群 表示 论 的 中 心 任务 就 是 要 找到 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 
示 , 这 些 表示 的 相应 子 空间 都 是 不 变 子 空间 , 设 集合 

W= {LL Le} LEW,Y g.EG, 有 gLiCLs. 


5. 表示 的 么 正 性 


定理 3. 5. 1 有 限 群 的 每 一 个 等 价 表示 类 中 ,都 有 一 个 么 正 表示 . 
证 明 设 P(e,) 为 群 G 的 一 个 表示 ,构造 以 下 矩阵 ， 
W= DIt (gy Tg.) 


bre 
可 直接 验证 矩阵 W 是 厄 米 算 阵 :W 二 W. 
此 外 ,对 于 给 定 (ga)， 
TY (gdWr(gn) = DT* (grt (g Tg IT (gs) 


EC 


= BD TgITga))* Tg)T ga)) 


Pxag 


= DT (gg T (gga) 


Prag 
=W, 
即 T* (ga)WT(gs) 二 W. 由 于 W 的 厄 米 性 , 故 可 将 W 表 为 W 二 X*X(X 为 nXn 正则 
和 矩阵) 其 六 矩阵 即 为 将 表示 {P(Cg。)} 变 为 么 正 矩阵 1 (g.)} 的 变换 矩阵 , 即 
T'(g)=XT(g IOX™. 
事实 上 ,对 任意 gEG, 应 有 
T't(g)T'(g)=(XT*(g IOX ') (XT(gIX™') 
=(X -I+T+(g IX+XT(g IOX™! 
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=(X Tt (gIWT(g)X™! 
=(X+)-IWX !=(X+) "IX+XX-! 
一 无 (nxXn 单位 矩阵 ). 
本 定理 可 以 进一步 推广 为 :联系 两 个 等 价 的 么 正 表示 的 相似 变换 ,总 可 以 是 么 正 
的 . 
定理 的 另 一 个 推广 是 , 它 的 实用 范围 可 由 有 限 群 推广 到 紧 致 连续 群 . 注意 定理 证 明 
的 关键 是 构造 厄 米 矩 阵 W. 对 于 有 限 群 , 求 和 项 数 有 限 ,W 必然 存在 . 推广 到 连续 群 后 ， 
2 换 成 对 群 参数 积分 


rr Gor gde. 


如 果 积 分 收敛 , 则 W 亦 存在 . 对 于 紧 致 群 , 群 参数 只 在 参数 空间 有 限 范围 内 取 值 ， 
积分 收敛 , 故 定理 亦 成 立 . 至 于 非 紧 致 群 ,如 洛 仑 效 群 定理 也 成 立 . 但 一 般 情 况 下 ,对 于 
非 紧 致 群 本 定理 不 成 立 . 

等 价 性 的 引入 ,使 得 寻求 群 的 全 部 表示 的 问题 简化 为 寻求 群 的 全 部 不 等 价 的 表示 ， 
可 约 性 的 引入 ,使 得 问题 进一步 简化 为 寻求 群 的 全 部 不 等 价 . 不 可 约 的 表示 ; 玛 克 
《Machke) 定 理 更 将 问题 简化 为 寻求 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 的 么 正 表示 . 

舒 尔 引 理 是 判断 群 的 一 个 表示 是 否 可 约 的 理论 基础 ,在 群 表 示 理 论 中 占 极其 重要 
的 地 位 .在 此 针对 有 限 群 的 情况 加 以 证 明 , 其 适用 范围 可 推广 到 连续 紧 致 群 . 

Schur 引 理 一 ” 设 {P(s.)}) 为 群 G 的 不 可 约 表示 ,其 维 数 为 z,M 为 ZX/! 矩阵 (detM 
隆 0), 且 对 任意 guEG, 有 MT(g。)=T(g.)M, 则 M=4E(E 是 单位 矩阵 ). 

证 明 设 z 为 M 的 一 个 本 征 矢 , 即 Mz。=Azo,zoEL, 令 式 三 P(g。)zo 亦 为 M 的 
本 征 矢 ,本 征 值 亦 为 \, 事 实 上 ， 

Mri=MT(g) xo=T(g IMzo=AT (g.) zo= A 
则 矢量 {zz 二 (g,)zosY go) 张 成 子 空间 Lo. 对 Y gs,gaEG, 有 
(Cga)zs =T(g)T(g.)ro=T (goga) zo 
=T'(gr)zo=zIE Lo(gsg1=g8rEG), 

即 在 任何 群 元 作用 下 ,L。 是 封闭 的 ,也 就 是 不 变 子 空间 . 

但 已 知 {P(g。) } 为 不 可 约 表示 ,因而 不 应 有 真 不 变 子 空 间 . 这 意味 着 只 会 存在 下 述 
两 种 情况 . 

(1)Zo 一 入 ( 空 集 ). 由 于 在 复 空 间 中 任何 正则 矩阵 至 少 有 一 本 征 矢 , 这 种 情况 应 予 
否定 . 这 样 , 唯 一 可 能 的 情况 是 (2)， 

(2)Lo 二 L,Y zE 工 , 即 所 有 属于 亏空 间 矢量 工 均 是 M 的 本 征 矢 ,本 征 值 为 4, 即 M 
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=XE. 
Schur 引 理 一 的 逆 命 题 亦 成 立 . 由 下 面 例子 可 以 推 知 的 确 如 此 . 
例 3. 5.6 ”可 约 表示 及 (g。) 一 定 可 以 化 为 直 和 形式 ,De (Cg.) 为 站 维 ,D”(g。) 为 1, 维 . 
ba | 全 人 名 
0 peg.) 


此 矩阵 显然 可 与 非常 数 矩 阵 


m=| 2 站] exe 为 1 维 与 4 维 单位 矩阵 ) 


对 易 . 这 就 是 舒 尔 引 理 一 的 逆 命题 . 

Schur 引 理 二 设 {P (go)} 与 {Pw (gp) ) 为 群 G 的 两 个 不 等 价 不 可 约 表示 , 维 数 
分 别 为 已 与 4, 若 存在 已 X 矩阵 M ,对 于 Y grEG, 有 MT(8) 一 PPwCepDM, 则 M=O 
( 零 阵 ). 

证 明 表示 {T%(g,)) 与 {1T%(g,)) 都 可 以 通过 相似 变换 化 为 么 正 表示 ,而 零 和 矩阵 
不 因 相似 变换 而 改变 , 故 只 需 证 明 {T"(g,)) 与 {Tg,)} 为 么 正 表示 成 立 就 可 以 了 . 这 
并 不 失 一 般 性 . 

在 上 式 两 端 取 厄 米 共 示 ,并 注意 到 

roe(gjt+=r tg) TH gt =T (gg), 
得 
ro(g IM*=M+I Cg.) 
用 M 左 乘 此 式 , 并 利用 题 设 条 件 , 有 
MP (goD)M+ 一 MM+TO(CE) 一 FPCgo)MNM+. 

由 Schur 引 理 一 ,MAM+ 一 AE:(E: 为 4, 维 单位 矩阵 ). 车 /=4, 则 题 设 条 件 变 为 

rm(g)=MI® gM!. 

但 已 知 {Tg,)) 与 {T”(g.)) 是 不 等 价 的 , 故 M 必 为 detM==0 的 非 正则 和 矩阵. 但 
MM* ==4E2(4,X1) ,因此 

detM » detM* = (XA)%=0=>4=0. 
另 一 方面 ,MM* ==4E;(4。X4), 即 
t= SM MS = 7 Uh = 0 


pl 


即 Ms 二 0Cpwv 二 1,2，… 40). 车 1, 取 4, 为 确定 起 见 , 令 1,<4 将 M 阵 添 加 (一 4,) 行 零 ， 
则 M 变 成 避 X4 的 方 阵 N, 由 矩阵 乘法 可 知 NN+ 一 MAM+. 代入 上 式 , 得 NN' 二 4E,. 
此 时 完全 等 同 于 /,=4 的 情况 , 故 知 N 为 零 矩阵 , 即 M 为 零 矩阵 . 由 此 第 二 引 理 得 证 . 
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问题 3.5 


1. 验证 二 面体 集合 D, 构成 一 个 群 ,以 及 有 关系 式 ; 

aba=b,ab=ba” ,ba=a"'b. 

2. 试 证 Y x,yEL,,y 二 人 (g.)zx, 当 进行 基底 变换 :b' 一 X-'b 时 (XX 为 nXn 正则 和 矩 
阵 ), 有 了 一 Xz,y =Xy,T"(g.)=XT(g.)=X7 ,y= (go)z'. 

3. 证 明 有 限 群 G 的 两 个 等 价 么 正 表 示 {PGg)} 与 1 (Cg)} 总 可 以 通过 相似 的 么 正 变 
换 联 系 起 来 . 

4. 证 明 有 限 群 么 正 表示 或 者 是 不 可 约 的 ,或 者 是 完全 可 约 的 (只 需 证 明 么 正 表示 如 
可 约 , 则 必 完 全 可 约 ). 

5. 证 明 下 三 角 和 矩阵 4 二 {44) (其 中 4 一 0, 当 j 沁 让 的 乘积 依然 是 下 三 角 和 矩阵 ;车 
detA 才 0, 下 三 角 和 矩阵 的 逆 亦 为 下 三 角 和 矩阵 ;车 Y 4vEQ(c), 则 下 三 角 和 矩阵 的 集合 形成 
群 . 

6, 设 M 为 上 Xr 的 正则 矩阵 , 若 YV xEL, 均 为 其 本 征 值 相同 (A) 的 本 征 矢 , 即 Mz= 
hz, 则 M 必 为 XE (E 为 nxXn 单 位 矩阵 ). 

7. 车 {TI (g。)) 与 (T%(g,)) 为 非 么 正 表 示 , 影 响 Schur 引 理 二 的 证 明 吗 ? 试 论述 
Ws 


$3.6 群 的 特征 标 


本 节 介 绍 群 的 表示 以 及 特征 标的 基本 性 质 ,我 们 会 看 到 代数 的 表示 与 群 的 表示 的 
密切 联系 , 设 V 是 域 下 上 的 维 向 量 空间 ,GL(V) 表 示 V 的 全 体 可 逆 线 性 变换 关于 变 
换 的 乘法 组 成 的 群 ,GL,(F) 表 示 FF 上 全 体 nXn 和 矩阵 关于 和 矩阵 的 乘法 组 成 的 群 ,当然 两 
者 是 同 构 的 . 与 代数 的 表示 概念 类 似 ,我 们 有 下 列 群 表示 的 定义 . 

定义 3.6.1 群 G 到 GL(V) 的 一 个 同 态 映 射 p 称 为 G 的 一 个 (线性 ) 表 示 , 而 群 G 
到 GL,(F) 的 一 个 同 态 映射 p 称 为 G 的 一 个 (和 矩阵) 表示 .V 称 为 表示 空间 ,而 dimrV = 
,矩阵 的 级 称 为 表示 的 级 . 

基于 与 代数 的 表示 同样 的 理由 ,以 后 我 们 谈 群 的 表示 时 ,不 再 区 分 是 矩阵 表示 还 是 
线性 表示 ,而 视 讨论 问题 的 需要 采取 所 需 形式 . 

和 代数 的 表示 一 样 ,我 们 同样 可 定义 群 的 两 个 表示 等 价 的 概念 ,在 此 不 再 叙述 . 下 
面 将 会 看 到 ,等 价 的 表示 可 看 作 是 相同 的 . 

在 定理 3.1.4 我 们 看 到 , 群 G 到 GL(V) 的 一 个 表示 可 定义 一 个 FG 模 V, 由 上 节 
的 讨论 又 知 , 一 个 FG 模 V 可 定义 群 代数 FG 到 Endr(V) 的 一 个 表示 .反之 ,给 定 群 代 
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数 FG 到 Endr(V) 的 一 个 表示 ,其 在 G 上 的 限制 得 到 G 的 一 个 表示 ,因而 研究 群 的 表 
示 与 研究 群 代数 的 表示 是 一 回 事 . 代数 的 表示 可 通过 代数 上 的 模 来 研究 ,因而 群 的 表示 
可 通过 群 代 数 上 的 模 来 研究 ,与 代数 的 表示 一 样 ,我 们 可 定义 群 的 不 可 约 表示 、 忠 实 表 
示 以 及 正则 表示 等 差别 在 于 把 代数 换 成 群 代数 来 叙述 . 

根据 以 上 分 析 , 群 表示 论 的 基本 问题 之 一 也 是 决定 群 G 在 域 上 的 所 有 不 等 价 的 
不 可 约 表示 ,而 这 等 价 于 决定 所 有 互 不 同 构 的 不 可 约 FG 模 . 由 Maschke 定理 知 , 当 域 
下 的 特征 为 零 或 其 特征 不 整除 |1C1 时 ,不 可 约 FG 模 (或 单 FG 模 ) 可 以 完全 确定 ,因而 
对 群 G 的 表示 的 研究 可 归结 为 不 可 约 表示 的 研究 . 而 当 FF 的 特征 整除 1C| 时 ,情况 就 大 
不 相同 了 ,前 者 称 为 常 表示 ,后 者 称 为 模 表 示 . 

设 G 表示 有 限 群 ,下 面 考虑 的 CG 模 是 有 限 生成 的 ,或 等 价 地 说 ,作为 C 向 量 空间 
是 有 限 维 的 ,其 中 C 是 复数 域 . 因为 C 是 特征 为 零 的 代数 闭 域 , 由 半 单 代数 的 结构 定理 
我 们 可 得 群 代数 C 的 深刻 特征 . 

定理 3.6.1 (1) 若 把 CG 看 作为 C 代数 , 则 存在 rEN 以 及 nn,…,n,EN 使 得 CG 
QM, (CBBM, (CO); 

(2) 若 把 CG 看 作为 CG 模 , 则 恰好 有 个 单 CG 模 的 同 构 类 . 若 令 5,,… ,5, 构 类 的 
代表 , 则 可 适当 调整 次 序 使 得 

CGAniSID Bn,, 

其 中 对 每 个 i 来 说 ,dimeS, 二 nm; 

(3) 若 M 是 一 个 CG 模 , 则 M= as 四 …@a.S-, 其 中 必 是 唯一 确定 的 非 负 整数 . 

证 明 由 定理 3.3.5 及 3. 3.8 可 得 (1); 取 5; 是 由 wi 维 列 向 量 构成 的 向 量 空 间 , 依 
照 矩 阵 乘法 ,S, 作成 M,(C) 模 ,由 定理 3. 3.6 及 3. 3. 10 可 得 (2); 由 定理 3. 3. 5 可 得 
(3). 

这 -个 单 CG 模 的 维 数 nn,…,n, 称 为 G 的 次 数 .平凡 CG 模 C 是 一 维 的 ,因而 是 单 
模 , 故 C 的 次 数 中 至 少 有 一 个 等 于 1. 按照 惯例 ,我 们 记 坟 ==1. 


定理 3.6.2 nn 如 定理 3. 6.1 所 设 , 则 了 n= 1G|. 
证 明 ”由 定理 3. 6.1 可 得 ， 
IG| = dimcC6 = dime(@M.(C)) = DdimeM, (CO) = DH. 


下 面 我 们 给 出 单 CG 模 的 个 数 与 群 G 的 结构 之 间 的 一 个 联系 . 

定理 3.6.3 单 CG 模 的 个 数 等 于 群 G 的 共 罗 类 的 个 数 . 

证 明 设 Z 是 CG 的 中 心 ,由 定理 3.6.1 易 知 ,Z 同 构 于 M,(C) 名 … 旬 M,(C) 的 
中 心 ,因而 同 构 于 每 个 M。(C) 中 心 的 直 和 . M.(C) 中 心 由 数量 矩阵 组 成 ,从 而 它 与 C 同 


“li6° 群 的 结构 与 对 称 性 


构 , 于 是 Z 鱼 C'. 特 别 地 ,dimcZ = 二. 
设 了 kg E Z, 对 任意 的 hE C, 我 人 有 


ra 


(Dha)h =h( Dkg). 


EC 5EC 


由 此 得 
Dg = 和 pie 一 Bh ig, 


pad EC 


因而 对 任意 的 g,h € G, 我 人 有 一 mr 
这 就 是 说 ,Z 中 元 素 的 系数 在 G 的 共 思 类 上 是 常数 ,因而 Z 的 一 个 基 是 由 形 如 pe 


的 这样 一 些 元 素 构成 ,其 中 天 是 G 的 一 个 共 二 类 ,于 是 dimcZ 等 于 群 G 的 共 艺 类 的 
个 数 . 

特征 标 理论 最 初 是 由 Frobenius 和 其 他 人 于 1896 年 提出 的 . 这 里 介绍 的 特征 标的 
概念 就 是 以 迹 函数 的 语言 来 定义 的 . 

定义 3.6.2 设 U 是 一 个 CG 模 ,对 每 个 g EG, 由 g 我们 可 定义 U 的 一 个 可 逆 线 
性 变换 “一 * gu, 我 们 定义 U 的 特征 标 是 一 个 函数 Xu : G 一 C, 其 中 Xlg) 是 由 g 定义 
的 U 的 可 逆 线 性 变换 的 迹 . 

例如 ,Xu(1) = dimcU ,如 果 p:G 一 >GL(U) 是 G 在 U 上 的 线性 表示 , 则 xu(g) 恰 
好 等 于 plg) 的 迹 . 

群 C 的 任何 两 个 共 红 元 的 特征 标的 值 是 相同 的 . 这 是 因为 对 任意 的 g,h E G, 由 &g 
和 和 "gh 定义 的 U 的 线性 变换 是 相似 的 ,因而 有 相同 的 迹 . 另外 ,由 定理 3. 4. 1 又 知 , 同 
构 的 CG 模 有 相等 的 特征 标 . 

设 U 二 CG,g € G, 考 虑 g 在 CG 的 基 G 上 定义 的 线性 变换 的 矩阵 , 则 Xu(g) 恰好 
等 于 C 中 满足 gz 一 工 的 元 素 工 的 个 数 , 于 是 , 当 5 一 1 时 ,Xu(g) = 1G|; 而 当 g 关 1 时 ， 
Xu (8) 三 0, 这 个 特征 标 称 为 G 的 正则 特征 标 . 

定义 3.6.3 用 为 ,…, 洲 表示 定理 3. 5. 1 中 的 ~ 个 单 CG 模 的 特征 标 , 这 些 特征 标 
称 为 G 的 不 可 约 特征 标 , 记 为 Irr(G) = (为 ,…, 因 }. 

以 后 只 要 我 们 说 5S,,… ,5, 是 不 同 的 单 CG 模 , 则 我 们 总 可 以 调整 次 序 使 得 对 每 个 i 
来 说 , 记 xs, 二 多 .另外 ,用 表示 平凡 表示 的 次 数 ,X 表示 平凡 表示 的 特征 标 ,并 称 x 为 
G 的 主 特征 标 . 

显然 ,对 所 有 的 g € G 来 说 ,Xi(g) = 1. 有 时 也 记 为 一 16. 

一 维 CC 模 的 特征 标 称 为 线性 特征 标 ,因为 一 维 CG 模 一 定 是 单 模 , 故 线性 特征 标 
必 是 不 可 约 的 . 线性 特征 标 等 价 于 群 G 到 复数 乘 群 C* 的 一 个 同 态 ,这 是 因为 , 若 X 是 一 
维 CG 模 U 的 一 个 线性 特征 标 , 则 对 于 g,h E G,u EU, 我 人 有 gu = XCg)u,hu 一 
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X(iDusy 于 是 Xi(gh)u 一 《gh)u 二 XC(g)X(h)u, 故 X 是 G 到 C* 的 一 个 同 态 ; 反 之 ,给 定 一 
个 同 态 8:G 一 >C" ,对 于 gE Gu EU, 令 gu = 9g)u, 则 我 们 定义 了 一 个 一 维 CG 模 
UV, 并且 有 和 二 9 

关于 特征 标 ,我 们 给 出 下 列 基 本 结果 . 

定理 3.6.4 设 U 是 CG 模 ,p:G 一 GL(U) 是 G 在 U 上 的 表示 ,g € G, 其 阶 为 ”， 
则 : 

(1)p(lg) 可 对 角 化 ; 

(2)Xu(g) 等 于 p(g) 的 特征 值 的 和 3 

(3)Xu(g) 等 于 Xu(1) 个 n 次 单位 根 的 和 ; 

(4)Xu(g -5 一 Ww(g) (这 里 表示 复数 < 的 复 共 有 ); 

(5) 1x 8) | SX); 

(6){zEG IX(r) = Xu(1)} 46. 

证 明 (1) 因为 g" = 1,p(g) 满足 多 项 式 x" 一 1, 但 x" 一 1 在 复数 域 上 可 分 解 成 
一 次 因 式 的 乘积 , 故 p(g) 的 极 小 多 项 式 也 能 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 ,因而 p(g) 可 对 角 
化 ; 

(2)p(g) 的 迹 是 它 的 特征 值 的 和 , 即 Xu(g) 等 于 p(g) 的 特征 值 的 和 ; 

(3) 因为 p(g) 的 特征 根 恰好 是 它 的 极 小 多 项 式 的 根 ,而 P(g) 的 极 小 多 项 式 整除 
一 1, 故 这 些 根 都 是 单位 根 ,又 Xu(1) = dimeU ,所 以 Xo(g) 等 于 Xo(1) 个 nn 次 单位 根 的 
和 ; 

(4) 由 高 等 代数 知 ,pg) 的 特征 向 量 也 是 p(g“') 的 特征 向 量 ,P(g”') 的 特征 值 是 
P(g) 特征 值 的 逆 , 因 为 pCg) 特征 值 是 单位 根 , 故 p(g™') 的 特征 值 是 pC(g)) 特征 值 的 共 
示 ,由 此 得 (4) 成 立 ; 

(5) 由 (3) 直接 可 得 ; 

(6) 由 上 述 证 明 看 Xu(g) 是 Xu(1) 个 特征 值 的 和 , 且 这 些 特征 值 均 为 单位 根 . 如 果 
P(g) 二 Xu(1), 则 这 些 特 征 值 必 均 等 于 1, 于 是 p(g) 一 定 是 恒 等 映 射 .反之 ,车 plg) 是 
恒 等 映射 , 则 必 有 Xu(g) = dime(U) = Xu(1), 由 此 得 

{xz E GIXu(z) = Xu(1)} = Kerp<G. 

给 定 &€ G, 我 们 定义 由 G 到 C 的 一 个 新 函数 ,其 中 (kx)(g) 二 kx(g),g € G. 于 
是 G 的 特征 标 可 看 为 由 G 到 C 的 函数 构成 的 复数 域 C 上 的 向 量 空间 中 的 元 素 . 

定理 3.6.5 ”车 把 G 的 特征 标 看 作为 由 G 到 C 的 函数 , 则 G 的 不 可 约 特征 标 在 C 
上 是 线性 无 关 的 . 

证 明 ”由 定理 3. 6.1 知 ,CGS2M. CC) 四 … 四 MGC)， 令 3 …,S, 是 不 同 构 的 单 
CG 模 ,对 每 个 i, 令 e; 是 M,(C) 的 单位 矩阵 : 固定 某 个 i, 我 们 知道 ,对 任意 的 g € G， 
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%(g) 是 由 如 定义 的 S, 上 的 一 个 线性 变换 的 迹 . 现在 我 们 把 关 线 性 扩张 为 CG 到 CC 的 一 
个 线性 映射 ,使 得 对 任意 的 <E CG,X(a) 是 由 < 定义 的 S, 上 的 一 个 线性 变换 的 迹 . 容易 
看 出 ,由 “定义 的 S; 上 的 一 个 线性 变换 是 恒 等 变 换 , 因 而 万 (ce) = dimeS,, 若 1 天? 则 由 


“定义 的 S, 上 的 一 个 线性 变换 是 零 变换 ,因而 万 (co) 二 0. 设 如 ,… ,hE C, 并 且 hw 


一 0, 对 每 个 i 来 说 ,0 = 了 kX(e)) 二 km, 于 是 对 所 有 的 :来 说 ,二 0. 结论 得 证 . 


引 理 3. 6.6 对 任意 CG 模 U 和 V 来 说 ,Xuev = 如 十 办. 

证 明 ”把 UU 的 一 个 基 与 V 的 一 个 基 放 在 一 起 构成 UV 的 一 个 基 , 则 对 任意 的 g 
EG 我 人 有 Xvev(g) = Xu(g) 十 Xy(g)，, 结 论 得 证 . 

由 引 理 3. 6. 6 的 证 明 可 知 ,车 x 和 y 是 G 的 特征 标 , 则 我 们 可 定义 由 G 到 C 的 新 函 
数 X 十 几 其 中 (十 力 (8) = XC8) 十 ylg),g E G, 则 X 十 也 是 G 的 特征 标 . 

下 面 我 们 利用 特征 标 给 出 判断 两 个 CG 模 是 否 同 构 的 一 个 准则 . 

定理 3.6.7 ”如果 5,,…,5, 是 不 同 的 单 CG 模 , 则 CCG 模 wuS, 田 … 外 a5, 的 特征 
标 是 ax 十 … 十 arX,, 其 中 a 是 非 负 整数 . 因而 两 个 CG 模 同 构 当 且 仅 当 它们 的 特征 标 
是 相等 的 . 

证 明 ”由 引 理 3.6.6 可 得 定理 的 第 一 个 结论 , 设 对 于 CG 模 U 和 V 来 说 ,Xu = 的 ， 
因为 CG 模 均 为 半 单 的 ,不 妨 设 U 锯 外 aiSi,V 锯 四 ,biS,, 其 中 a; 和 是 非 负 整数 .计算 特 
征 标 得 0 二 Xo 一 二 马 (ai 一 56)X, 由 定理 3.6.5 得 ,对 Yi,a; ==b, 因 而 U 名 V. 

在 同 构 的 意义 下 ,一 个 特征 标 可 唯一 确定 一 个 CG 模 , 但 已 知 某 个 模 的 特征 标 ,我 
们 还 没有 一 个 一 般 的 方法 来 构造 这 个 模 . 利用 特征 研究 模 ,目前 结果 其 少 ,然而 以 后 我 
们 会 看 到 ,特征 标 能 有 效 地 从 群 G 的 常 表示 的 有 关 信 息 得 到 G 本 身 的 信息 ,因此 下 面 我 
们 把 注意 力 从 CG 模 转 向 它们 的 特征 标 . 

由 前 几 节 我 们 知道 ,车 UU 和 V 是 CG 模 , 则 UOcV 和 Homc(U,V) 也 是 CG 模 .下 面 
我 们 考虑 这 两 个 CG 模 与 U 和 Y 之 间 的 关系 . 

定理 3.6.8 设 U 和 V 是 CG 模 , 则 ;: 

(1)Xoev = XxXys 

(2)Xo' 二 和 ,其 中 U* = Home(U,V); 

(3)Xaomurm = XexXy. 

证 明 (1) 设 gE€G, 由 定理 3.6.4(1) 知 ,g 在 U 上 定义 的 线性 变换 是 可 对 角 化 的 ， 
令 {u,… ,un} 是 U 的 特征 向 量 构成 的 一 个 基 , 其 对 应 的 特征 值 分 别 是 剑 …,,; 类 似 地 ， 
令 fv1,…s0,) 是 g 在 V 上 定义 的 线性 变换 的 特征 向 量 构成 的 一 个 基 , 其 对 应 的 特征 值 
分 别 是 九 ,… ,7, 于 是 由 定理 3. 6.4 (2) 我 们 有 
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Xu(g) = 二 名 十 十 名 ,Xv(8) 一 玉 十 …… 十 7 
又 {uOvj)i,j 是 UEOV 的 一 个 基 , 并 且 对 任意 的 i,j 来 说 ， 
guOv) = guOgv = uOnN; = 7,(u Ov)), 
于 是 ,{uO@v)i, 是 g 在 UOV 上 定义 的 线性 变换 的 特征 向 量 构成 的 一 个 基 , 由 此 得 
Xev(g) = Dé = (DH = Xu(g)Xy (8). 


(2) 设 gEG， 仍 令 { am 是 5 在 口上 定义 的 线性 变换 的 特征 内 生成 的 一 en 
基 , 其 对 应 的 特征 值 分 别 是 名 …,6, 令 { 见 ,ur) 是 可 "的 对 偶 基 ,其 中 中 : 避 一 C 如 下 
定义 :对 每 个 jg(Cw) 一 aw, 固 定 某 个 j, 则 gu = 和 5 又 由 定理 3. 6.4 的 证 明知 ,人 
是 单位 根 , 因 而 有 全: 一列 ,于 是 对 于 Vi, 关 有 

EW) Wu) = Hg) = PE) = Fay 

由 此 得 出 对 每 个 i 均 有 g8 一 8, 这 说 明 , 1p,… ,8s) 是 U* 的 由 g 定义 的 线性 变 

换 的 特征 向 量 构成 的 一 个 基 , 其 对 应 的 特征 值 分 别 是 再 ,… ,5, 因 而 
Xu (8) 二 再 十 … 十 本 二 再 十 下 十 本 二 Ww(8). 

(3) 又 有 Home(U,V) 各 U* OV. 因 而 (3) 可 由 (1) 和 (2) 得 到 . 

我 们 把 G 的 不 可 约 特征 标的 Z 线性 组 合 称 为 G 的 广义 特征 标 . 由 定理 3. 6. 7 知 特 
征 标 都 是 广义 特征 标 . 

定理 3.6.9 G 的 广义 特征 标 构成 一 个 环 . 

证 明 ”由 定理 3.6.1 (1) 知 ,两 个 特征 标的 乘积 还 是 一 个 特征 标 ,其 余 的 可 由 定义 
直接 验证 . 

如 果 G 到 C 的 一 个 函数 在 G 的 共 孝 类 上 取 值 相同 , 则 这 个 函数 称 为 G 的 一 个 类 函 
数 , 于 是 CG 模 的 特征 标 是 一 个 类 函数 ,G 上 所 有 类 函数 的 集合 构成 一 个 复数 域 C 上 的 
维 向 量 空间 ,其 中 > 是 G 的 共 思 类 的 个 数 , 把 这 个 向 量 空间 记 为 cf(G). 若 令 p 是 G 上 的 
类 函数 , 它 在 由 单个 元 素 构成 的 共 力 类 上 取 值 为 1, 而 在 其 他 共 思 类 上 取 值 为 零 , 则 所 
有 这 样 的 类 函数 构成 这 个 向 量 空间 的 一 个 基 , 除 此 之 外 ,我 们 还 可 找到 这 个 向 量 空间 的 
其 他 基 . 

定理 3. 6. 10 G 的 不 可 约 特征 标 是 G 上 类 函数 构成 的 向 量 空间 cA(G) 的 一 个 基 . 

证 明 ”由 定理 3.6.5 知 ,G 的 不 可 约 特征 标 在 G 的 类 函数 构成 的 向 量 空间 上 是 线 
性 无 关 的 ,又 由 定理 3. 6.3 知 ,G 的 不 可 约 特征 标的 个 数 等 于 C 的 共 斩 类 的 个 数 , 而 G 的 
共 思 类 的 个 数 又 等 于 G 上 类 函数 构成 的 向 量 空间 的 维 数 ,由 此 得 证 . 

设 a,B 是 G 的 两 个 类 函数 ,定义 它们 的 内 积 为 


(pb) = Li Dalg) FE7， 
[a 
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这 个 函数 具有 下 列 性 质 : 

DY a,(a,a) 三 0, 且 (eva) = 0 当 且 仅 当 a = 0; 

2) 对 Va,B, (a,p) = (B,a); 

3) 对 Va,B 以 及 &EC,(ka,p) = k(a,B); 

4) 对 Vai,as,Bla + oa,Bs) = (avB) + (a,B). 

5) 对 Va,B 以 及 kEC,(a,kB) = Ela,B); 

6) 对 VY a,Bi,Bs,(a,B + B) = (a,Bi) 十 (ep 

最 后 给 出 两 个 特征 标的 内 积 的 一 个 刻画 ,为 此 先 介绍 有 关 概 念 及 引 理 . 

如 果 U 是 一 个 CG 模 , 令 U® = {u EU |Y gE G,gu=w), 则 Us 是 U 的 子 模 . 


定理 3.6.11 车 UU 是 一 个 CG 模 , 则 dimeUs = 记忆 xo(e)， 


证 明 ” 设 4 二 入 | 了 9g ECG, 则 对 Y gE Ga 一 a, 由 此 可 见 at 二 a, 设 全 是 由 
A 


4 定义 的 UU 上 的 线性 变换 , 则 了 满足 方程 zt 一 z= 0, 因 而 人 可 对 角 化 , 且 了 的 特征 值 
只 能 是 0 或 1. 令 U, 是 与 特征 值 1 相对 应 的 的 特征 子 空间 , 若 u € U, 则 对 VY g € G， 
gu = gau = au = u, 因 而 u € U®. 

反之 , 设 w EE U5, 则 我 们 有 

[Glas = (Dau= Dau= Du= |Glu, 
Ea i ba 
因而 ax = ww, 这 就 得 到 ,u € Ui, 故 Us 二 Ui. 又 T 的 迹 等 于 U, 的 维 数 ,由 迹 映射 的 线性 
性 ,结论 得 证 . 

定理 3.6.12 ”对 任意 的 CG 模 U 和 V 来 说 ,(Xu,Xy) = dimcHomos(U,V). 

证 明 首先 我 们 注意 到 Homcc(U,V) 是 CG 模 Homc(U,V) 的 子 空间 , 若 pE 
Homco(U,V) 且 g € G, 则 (gD) (1) = gqlg iu) = gg-'g(u) = qu), 因 而 对 VY g € 6， 
39 一 多 这 就 证 明了 PE Homc(O ,VD)5. 

反 过 来 ,这 包含 关系 也 成 立 ,因而 Homce(U,Y) = Homce(U,V)5, 于 是 由 定理 3. 6， 
4 和 定理 3. 6. 1(3) ,我 们 有 

dimcHomee(U,V) = dimcHomc(U,V)c 


= ED Xion tg) = HD WE 8) = Cosh) 
[GT 人 C 


1 及 
因为 (Xy ,Xo) 是 实数 , (Xu,Xy) = dimcHomee (U,V). 
下 面 我 们 继续 研究 特征 标的 基本 性 质 . 
行 正 交 定理 。 对 VY i,j 来 说 ,(X,,X)) 一 air 
证 明 设 S,,…,5, 是 不 同 的 单 CG 模 , 由 定理 3.6.5 知 ,对 Yi,j, (X,X,) 一 
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dimeHomos(S,,S)). 对 Y i,Homes(S;,S)) 二 Endos(S,,S)) 锯 C. 又 由 Schur 引 理 , 当 i 关 
关 时 ,Homes(S;,S)) = 0. 

上 述 定理 告诉 我 们 对 Yi 和 j， 

= 坟 DX()D)= 南 忆 hx) AC) 
Fa i 

其 中 ,g, 是 G 的 共 思 类 的 代表 元 ,k, 是 G 的 含 g, 的 共 思 类 的 元 素 个 数 , 当 我 们 把 特征 标 
的 行 看 为 C" 的 向 量 时 ,我 们 可 以 说 特征 标 表 的 任意 两 行 关 于 内 积 是 正 交 的 ,这 就 是 行 
正 交 定理 名 称 的 来 源 . 由 行 正 交 定理 ,我 们 可 得 出 许多 重要 的 结果 . 

推论 3.6.13 G 的 不 可 约 特征 标 是 G 的 类 函数 构成 的 向 量 空 间 cf(G) 的 一 个 正 交 
基 . 

推论 3.6.14 设 s 一 3c% 和 有 =3bpX 是 G 的 广义 特征 标 , 则 (ea,B) = aibi. 
定理 3.6.15 设 a 是 G 的 特征 标 ,n E (1,2,3), 则 (a,a) =n 当 且 仅 当 a 是 n 个 不 

可 约 特 征 标的 和 . 

证 明 。 设 a 二 Da%, 其 中 a 是 非 负 整数 ,由 定理 3.6.2 有 (a,4) 二 5a), 若 (a,a) 
三 nn, 则 对 于 个 数 而 言 , 当 1 夺 j 三 n 时 , 必 有 a = 1, 对 于 其 他 的 ia, = 0. 在 这 种 情 
况 下 ,a 是 个 不 可 约 特 征 标 的 和 . 

反之 ,由 定理 3. 6. 2 直接 可 得 . 

定理 3.6.16 如 果 a 是 一 个 广义 特征 标 , 则 a 作为 G 的 不 可 约 特征 标的 Z 线 性 组 
合 , 其 表达 式 是 唯一 的 , 且 每 个 在 这 个 表达 式 中 的 系数 是 (a,X,). 

更 一 般 地 ,车 0 关 E cf(G), 则 是 G 的 特征 标 当 且 仅 当 对 所 有 的 XE Irr(G) 都 
有 (y,X) 是 非 负 整数 . 


证 明 由 定义 可 设 “一 半 aX, 其 中 是非 负 整数 , 则 (a) 一 ar 
对 于 后 一 个 结论 ,证 明 如 下 : 若 儿 是 G 的 特征 标 ,由 定理 3. 6.5 可 知 结论 成 立 .反之 ， 
由 推论 3. 6.6 知 ,二 ,ewwwcX 其 中 cE C. 由 正 交 性 又 得 c 二 (y,X) ,由 假设 得 < 是非 
负 整数 ,于 是 少 是 一 些 不 可 约 特征 标 之 和 , 知 少 是 G 的 特征 标 . 
问题 3.6 
1 (TOCg)) 与 (Tg.)) 为 群 G 的 不 可 约 表示 , 维 数 为 4, 与,X 为 1 X 了 非 零 失 
阵 , 若 M = IT?Cg)XTW (Cg) ,验证 :TCg)M 一 MT?(g.). 


2. 证 明 群 G 的 不 可 约 表示 与 一 维 表示 的 乘积 是 不 可 约 表示 . 
3. 若 群 G 的 表示 {T(g。)} 的 特征 标 矢 量 在 Ze 中 的 内 积 (X,X) = 证 明 此 表示 不 
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可 约 . 
4. 车 {了 (g,)}) 为 群 的 表示 , 则 {TT(g.)) 与 {T* (g.)} 同 为 可 约 表示 或 不 可 约 表示 ,这 
里 {T" (g。)) 是 {T(g.)) 的 复 共 思 . 


8$3.7 群 的 特征 标 表 


由 土 节 我 们 知道 ,G 的 任何 一 个 特征 标 是 G 的 个 不 可 约 特 征 标的 Z 线 性 组 合 ,由 
定理 3. 6. 3 知 ,r 等 于 C 的 共 思 类 的 个 数 . 因为 每 一 个 不 可 约 特征 标 是 由 它 在 G 的 每 一 
个 共 示 类 上 的 值 完 全 确定 ,因而 G 的 特征 标 完全 由 G 的 个 不 可 约 特征 标 在 G 的 > 个 共 
孝 类 上 的 值 确定 . 把 这 ~ X -个 数 作成 一 个 表 , 这 个 表 称 为 G 的 特征 标 表 . 

显然 ,如 果 适 当 调 整 这 个 表 的 行 和 列 的 元 素 ,G 的 特征 标 表 是 唯一 确定 的 . 

令 荆 表示 G 的 特征 标 表 , 则 了 二 %(g)1 三 i,j 过 7, 其 中 嫩 ,…,g, 是 G 的 r 个 共 思 
类 的 代表 元 . 不 妨 令 g = 1, 特 征 标 表 的 第 一 列 由 G 的 次 数组 成 ,一 般 地 ,我 们 把 G 的 特 
征 标 表 矿 写 为 以 下 形式 : 


X |n Xlg) Xps) 


X|n Xgl) Xlgs) 
其 中 履 是 @ 的 次 数 必 二 |G: Colg,)| 是 g 所 在 共 罗 类 的 元 素 个 数 ,Xi 是 主 特征 
标 . 
定理 3.7.1 如 果 “ 是 G 的 一 个 线性 特征 标 ,X 是 C 的 一 个 不 可 约 特征 标 , 则 ax 是 
G 的 一 个 不 可 约 特征 标 . 
证 明 ”因为 a 是 线性 的 ,由 定理 3. 6.4(3) 得 ,a(g) 是 单位 根 , 其 中 5 E G. 特别 地 ， 
对 于 VY gE€ G,1 二 |a(g)| = alg) alg), 由 行 正 交 定 理 , 我 人 有 


(aXsaX) = i Dalg)X(g) atg XC 
rap 


= i Dx(g) KEJece) atg) 
[Fa 


= x) TET = XX) = 1. 
1c1 所 


再 由 推论 3. 6. 3 知 ax 是 不 可 约 的 . 
列 正 交 定理 如 果 gi，…,g; 是 GG 的 共 思 类 的 代表 元 ,ki,…,k, 分 别 是 这 些 共 思 类 


第 3 章 ” 群 表示 论 "123。 


的 元 素 个 数 , 则 对 任意 的 1 反之, 我 们 有 


Dg) eas = (Elo, = Cog 18,. 


证 明 设 人 = (Xi(g)),1 达 i,j 志 rr 是 G 的 特征 标 表 ,K 是 r Xr 对 角 和 矩阵 ,其 对 
角 线 元 素 为 (&,…,k,), 则 对 任意 的 i 和 j, 我 们 有 
(TR 一 Dey Ky, =X(g), 


=i 


于 是 对 Yi 和 j 来 说 ,由 行 正 交 性 我 们 有 
KK 了 六 二 Dg )»= Dx) PAF) 
| Ee 


= DX(g) Xe) = IGIX,X) = [G16,, 


Pr 


其 中 王 是 五 的 转 置 , 故 PK = |G17, 其 中 是 阶 单位 阵 . 可 以 验证 如 果 AA 和 是 两 
个 满足 4B 是 非 零 的 数量 矩阵 , 则 4B = BA. 利用 这 个 事实 可 得 KT = |G|7. 因而 对 
任意 的 i 和 j, 我 们 有 


Gl6 = DI KT)T, = Dh Vg Xe). 


后 面 我 们 要 研究 一 个 群 的 表示 理论 与 它 的 商 群 的 表示 理论 之 间 的 关系 . 

引 理 3.7.2 设 N<IG,U 是 一 个 C(G/N) 模 , 则 U 也 是 一 个 CG 模 .0 的 一 个 子 空 
间 是 一 个 CC 子 模 当 且 仅 当 它 是 一 个 C(G/N) 子 模 . 车 y 是 C(G/N) 模 U 的 一 个 特征 
标 , 则 CG 模 U 的 特征 标 是 ,其 中 7G -> G/N 是 一 个 自然 同 态 . 

证 明 给 定 N<G,uEU, 定 义 gu = (gN),, 则 U 是 一 个 CG 模 , 且 U 的 CG 子 模 
恰好 就 是 避 的 C(G/N) 子 模 . 又 从 gu = (gN), 可知 ,G 在 U 上 的 作用 与 G/N 在 U 上 
的 作用 是 相同 的 ,从 而 对 任意 的 g € G,g 在 U 上 诱导 的 线性 变换 与 7(g) = gN 在 U 上 
诱导 的 线性 变换 是 相同 的 ,由 特征 标的 定义 即 得 所 证 结论 . 

对 G 的 任 一 特征 标 X, 令 Kx== (zx € G |X(x) ==X(1)), 由 定理 3.5.4 可 知 ,K;<IG， 
天 x 称 为 X 的 核 . 经 常 把 Kx 简 记 为 大,- 

定理 3.7.3 设 N<G, 则 NN = 人 NieiKi, 其 中 也 (1 站. 特别 地 , 门 -iK, = 1. 

证 明 ” 设 N<G,UV ==CLG/N), 令 y 是 C(G/N) 模 U 的 特征 标 ,X 是 CG 模 U 的 
特征 标 ,因为 是 G/N 的 正则 特征 标 , 由 引 理 3.6.6 得 ,Xx(g) 一 X(1) 当 且 仅 当 g € N， 
故 Ky 二 和 N. 令 X= 二 aX, 其 中 a 是非 负 整 数 , 则 对 于 Y g E.G, 由 定理 3.6.4(5) 得 到 

lx | < Salx (2) | < Bax(l) = X01), 

由 这 些 不 等 式 及 定理 3. 6. 4(5) 又 得 g € KK 当 且 仅 当 对 每 个 使 得 a; > 0 的 i, 都 有 

8 € Ki, 因 而 N = 人 NierKi, 其 中 1 = (1<i<rha>0}. 
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反之 ,因为 对 每 个 i 来 说 ,Ki<G, 从 而 NN;esK;<IG, 其 中 T 忆 (1,…,r). 设 p 是 G 的 
正则 特征 标 , 则 对 任意 的 XE Irr(G), 我 们 有 


(psX) = 二 DX = XCD 


于 是 p= 3X(D)X, 其 中 XE Irr(G). 若 g ENKi, 则 pCg) = 3XCDX(g) = 3X0): 冯 0， 
于 是 gg 一 1 

定理 3.7.4 G 是 单 群 当 且 仅 当 对 某 个 1 隆 g EG, 使 得 Xi(g) = X(1) 的 G 的 某 个 
不 可 约 特征 标 x 只 能 是 主 特征 标 加. 

证 明 设 G 是 单 群 , 且 存 在 G 的 一 个 非 单位 元 &, 使 得 对 G 的 某 个 不 可 约 特 征 标 X 
来 说 X(g) = 为 (1), 则 一 定 有 :为 主 特征 标 ,否则 , 定 有 天 ,为 G 的 非 平凡 正规 子 群 , 矛 
盾 ， 

反之 , 若 G 不 是 单 群 , 则 存在 某 个 1 和 关 g E G 使 得 g € N<IG, 由 定理 3.6.7 知 , 存 
在 某 个 1 一 1 使 N 近 大 ,因为 K;, 是 轧 的 核 , 故 %(&) ==X(1), 而 对 g E C/N, 定 有 Xi(g) 
承 (1), 这 与 是 主 特征 标 相 矛 盾 , 故 XX 只 能 是 主 特征 标 x,. 

定理 3.7.5 G 的 特征 标 表 可 以 用 于 判断 G 是 否 为 可 解 群 . 

证 明 由 定理 3. 6.7 知 ,G 的 特征 标 表 使 得 我 们 能 确定 G 的 所 有 正规 子 群 以 及 这 
些 正规 于 群 之 间 的 包含 关系 ,因而 可 确定 G 的 所 有 的 正规 列 以 及 正规 列 中 每 项 的 阶 . 特 
别 地 ,我 们 可 确定 G 是 否 有 一 个 正规 列 且 其 相 邻 两 群 的 商 群 为 户 群 ,由 此 即 可 判断 G 是 
否 为 可 解 群 .对 于 G 的 特征 标 X, 定 义 Z = {zx EGIX(z) = 二 X(1)), 经 常 把 2; 简 记 为 Z. 

引 理 3.7.6 设 X 是 G 的 特征 标 ,Z; 志 C, 而 且 X 是 不 可 约 的 , 则 

Zs/K: = 2Z(C/Ki): 

证 明 设 g EG, 由 定理 3.6.4(4) 知 , 若 g € Zi, 则 g-' EE Zx. 再 由 定理 3.6.4(3) 
知 ,Xlg) 是 X(1) 个 单位 根 的 和 .因而 |x(g)| = xX(1) 当 且 仅 当 g 恰 好 有 一 个 特征 值 . 如 
果 g E€ 24, 令 A(g) 是 g 的 特征 值 ,车 U 是 与 X 相 对 应 的 CG 模 , 则 对 Yu EU ,我们 有 
8&8u 一 A(g)u. 由 此 可 知 ,车 g,h € Zz, 则 对 Yu EU, 我 人 有 (gh)u = 4(g)4(h)u, 因 而 
XCgh) 二 X(1)4Cg)4(h) ,由 此 得 |X(gh)| = X(1), 也 即 gh € 2Zx. Zr 过 G. 

设 y:G 一 GL(U) 是 与 X 相 对 应 的 表示 , 则 对 Y g € ZX,y(g) 在 U 的 任何 一 个 基 下 
对 应 的 矩阵 是 数量 矩阵 , 因而 J(g) € Z(y(G)). 因为 Jy(G) 鱼 G/Kxs 故 Zi/Ki 过 
Z(G/Ky). 设 Xx 是 不 可 约 的 , 若 gKz E Z(G/Ky), 则 对 任意 的 x EG 来 说 ,Jy(g)y(z) 一 
J(z)y(g) ,因而 映射 ur 一 > gusu EU 是 CG 模 U 的 一 个 自 同 态 .因为 x 是 不 可 约 的 , 故 
U 是 单 模 , 由 Schur 引 理 得 Endec(U) 名 CC. 

这 意味 着 存在 一 个 复 单位 根 “ 使 得 对 任意 的 x EU 都 有 gu = wu. 于 是 我 人 有 XCg) 
三 X(1)u, 由 此 得 |X(g)| = X(1), 因 而 g € Zzx. 综 上 所 述 
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ZKx = Z(C/K»). 

引 理 3.7.7 若 G 是 非 交 换 单 群 , 则 对 任意 的 ?二 1 都 有 2; = 1， 

证 明 车 ;>1, 则 天 ,一 1, 由 引 理 3.6.10 即 得 ,Z,=Z(G) = 1. 

定理 3.7.8 Z(G) 一 站 Zi 

证 明 设 X 是 G 的 特征 标 , 则 

ZOKi/K: < ZG/K) ,ZO Ky/ Kr 之 ZK 

因而 对 每 个 i 来 说 ,Z(G) < Zi 

反之 , 设 对 Vi 来 说 ,g E Di, 因为 Zi/K; = Z(G/Ki), 由 此 得 知 ,对 Vi 以 及 TEG 
来 说 ,又 由 命题 3. 6.7 知 ,K 站 … 门 天 .=1. 故 对 YzEG, 都 有 [gz] 一 1, 因 而 &tE 
2Z(G) ,结论 得 证 . 

定理 3.7.9 设 N<IG, 则 G/N 的 不 可 约 特征 标 可 以 由 G 的 不 可 约 特征 标 来 确定 . 

证 明 ” 设 X 是 G 的 不 可 约 特征 标 ,NN 含 在 其 核 中 . 令 U 是 与 X 对 应 的 单 CG 平凡 地 
作用 在 U 上 , 故 对 于 gN E G/N,u ED, 若 令 (gN)u 二 gu, 则 U 也 是 一 个 CC(G/N) 模 ， 
因为 U 是 单 CG 模 , 故 U 也 是 一 个 单 C(G/N) 模 , 且 单 C(G/N) 模 U 的 特征 标 是 gN 一 > 
X(g). 这 就 是 说 , 核 包含 N 的 G 的 那些 特征 标 也 是 G/N 的 特征 标 . 

另 一 方面 ,G/N 的 每 个 不 可 约 特征 标 也 给 出 G 的 核 包含 N 的 一 个 不 可 约 特征 标 ， 
因而 G/N 的 不 可 约 特征 标 可 由 G 的 不 可 约 特征 标 来 确定 . 

推论 3.7.10 G 的 特征 标 表 可 以 用 于 判断 C 是 否 为 等 零 群 . 

证 明 ”考虑 G 的 上 中 心 列 1 和 2 入 Z: 达 …, 对 每 个 :来 说 ,我 们 有 

ZacC,Z/Z-: = Z(G/Z-). 

由 定理 3. 7. 8 知 每 个 Z, 可 由 G/Z,-, 的 不 可 约 特征 标 来 确定 . 

因为 每 个 G/Z,-, 的 不 可 约 特征 标 可 由 G 的 特征 标 表 来 确定 ,因而 我 们 可 由 G 的 特 
征 标 表 来 确定 C 的 上 中 心 列 的 每 一 项 . 由 此 可 判断 C 是 否 为 寒 零 群 ， 

由 推论 3. 7. 10 的 论证 过 程 可 知 , 若 G 为 壬 零 群 , 则 由 G 的 特征 标 表 可 以 确定 C 的 
等 零 类 . 


问题 3.7 


1. 计 算 |Tl|. 
2. 证 明 : 中 任意 一 行 元 素 之 和 为 非 负 整数 . 
3. 设 G 依照 共 氏 变换 作用 在 G 上 ,计算 G 集 G 的 特征 标 , 确 定 不 可 约 特征 标的 乘 


4. 设 X 是 G 的 不 可 约 特征 标 ,TE CG 是 CG 看 为 CG 代数 时 它 的 直 和 分 解 中 某 一 项 
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的 恒 等 元 ,证 明 :7 = *4) SYx(g-')g. 
ap 
5. 设 N<G 且 g € G, 证 明 ;|Ce(e)| > |Cow(gN)|. 


$3.8 ” 群 的 特征 标的 例子 


由 以 上 讨论 看 出 ,有 限 群 G 的 特征 标 在 研究 有 限 群 G 时 有 很 大 的 作用 . 下 面 通过 例 
子 来 探讨 寻找 特征 标的 方法 ,并 用 这 些 方法 来 构造 群 的 特征 标 表 . 

例 3.8.1 设 G= 《8)》S2Z., 其 中 1 天 maEN, 令 是 一 个 次 单位 根 , 对 于 VY 1 三 
i 坟 n, 令 Vi 是 复数 域 C 上 的 一 维 向 量 空间 .对 于 g E Gv E 岂 , 令 go = io 因为 G 
是 循环 的 , 易 知 ,作成 一 个 CG 模 . 因为 每 个 V, 是 一 维 的 , 故 V, 是 单 CG 模 .若是 V， 
的 特征 标 , 则 (8g) = ,从 而 对 Ya 来 说 ;Cg 二?, 因 为 入 ,…*,X, 是 G 的 n 个 
不 同 的 线性 特征 标 ,而 G 至 多 有 |G| 个 不 可 约 特征 标 , 故 %(1 三 i 过 n) 恰 好 是 G 的 所 
有 不 可 约 特征 标 ,于 是 G 的 特征 标 表 为 


由 上 表 看 出 ,G 的 个 特征 标 在 特征 标的 乘法 运算 下 作成 一 个 循环 群 ,其 生成 元 为 
久 , 且 对 Vi 来 说 ,% = XE 

例 3.8.2 设 G 和 太 是 群 ,其 不 可 约 特征 标 分 别 为 XX，…,X, 及 内,…,y. 下 面 我 们 
确定 G X HH 的 不 可 约 特征 标 . 我 们 知道 ,G X 五 的 两 个 元 素 (z,y) 与 (x',y') 是 共 二 的 
当 且 仅 当 z+ 和 zz 在 GG 中 共 堪 以 及 y 与 y 在 G 中 共 二 .又 G 和 五 分 别 有 r 和 s 个 共 f 
类 ,由 此 G x 玉 有 rs 个 共 思 类 ,上 且 这 7s 个 共 思 类 是 由 G 的 7 个 共 思 e 类 与 昔 的 个 共 罗 f 
类 相 乘 得 到 ,因而 G X H 有 rs 个 不 可 约 特 征 标 . 

设 5S,,…,5, 与 T，,…,T, 分 别 是 不 同 的 单 CG 模 与 单 CH 模 ,对 Y i 和 j,g € G,s E€ 
St € Tj, 令 (g,h)(sO1) = gsOht 并 作 线性 扩张 , 则 SOT 作成 一 个 C(G x 已 ) 模 . 
对 Yi 和 j, 令 ,是 5:OT, 的 特征 标 .由 此 可 知 6(g,h) = 二 (C4), 记 6, = 二 XX 
我 们 看 到 ,6 是 互 不 相同 的 , 且 通 过 适当 的 限制 我 们 可 由 ; 重新 获得 X 和 几 , 于 是 对 
Yi,i',j ,六 由 行 正 交 性 我 们 有 


(0307;) = Ou(8) 6 (gsh) 


(EtOH) 


Ue 
IGx HI 
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= T6171 DD De ED 


dra 
= 1 D0) VE TD 历 07 
Fa ba 
= (XsXe) Yi) = B077. 
特别 地 ,对 Yi 和 j, 有 (6,,6,) = 1, 由 推论 3.6. 3 可 知 0 是 不 可 约 特征 标 ,是 G X 
五 的 rs 个 不 可 约 特征 标 ,也 即 G X HH 的 不 可 约 特征 标的 集合 是 {XX 加 )i,j. 
例 3.8.3 设 G 是 交换 群 , 则 G 的 每 个 共 思 类 只 有 一 个 元 素 组 成 . 由 定理 3. 5. 3 知 


G 有 1G| 个 不 可 约 特征 标 ,又 由 推论 3.6.2 知 , >) 世 二 1G|. 


因而 对 每 个 i, 必 有 二 1, 也 即 G 的 所 有 不 可 约 特征 标 都 是 线性 的 . 又 G 是 循环 pp 
群 的 直 积 . 令 这 些 循环 p 群 的 生成 元 为 81,… ,8,, 其 阶 分 别 为 Ph,… ,pr*, 由 例 3. 6.1 和 
例 3. 6. 2 我 们 可 由 这 些 循环 p 群 的 特征 标 来 确定 G 的 特征 标 . 

我 们 知道 G 的 一 个 线性 特征 标 X 恰 好 是 G 到 复数 乘 群 C" 的 一 个 同 态 , 因 而 为 了 确 
定 X, 只 要 对 每 个 i 确定 X(g;) 即 可 . 而 X(gi) 是 一 个 太 次 单位 根 , 因 而 C 的 不 可 约 特征 
标 与 + 元 有 序数 组 (为,… ,入 ) 之 间 有 一 个 一 一 对 应 ,其 中 必 是 一 个 pr 次 单位 根 . 

作为 一 个 简单 的 例子 , 令 G = (a,5) 旦 Z， X 2Z,, 则 a 和 2 都 是 2 阶 元 ,由 上 我 们 知 
道 G 的 4 个 不 可 约 特征 标 对 应 于 2 元 有 序数 组 : 

CD tl Dd Vl lo 1 
于 是 G 的 特征 标 表 是 


表 中 的 第 二 列 和 第 三 列 与 上 面 的 2 元 有 序数 组 相对 应 ,而 第 四 列 完全 可 由 前 两 列 
确定 . 

例 3.8.4 由 G/G' 是 交换 群 知 ,G/G' 的 不 可 约 特征 标 都 是 线性 的 ,而 引 理 3. 6. 6 
告诉 我 们 ,由 G/G' 的 每 一 个 线性 特征 标 都 可 得 到 G 的 一 个 线性 特征 标 , 且 由 G/G' 的 不 
同 的 线性 特征 标 都 可 得 到 G 的 不 同 的 线性 特征 标 . 设 X 是 G 的 线性 特征 标 , 则 X:C 一 
C"* 是 一 个 同 态 . 设 其 同 态 核 为 Kx, 于 是 G/Kz 是 交换 群 , 且 知 G' 过 天 x* 因 而 我 们 可 定义 
G/G' 的 线性 特征 标 为 J(gG') 二 X(g),g E G. 这 样 G 的 每 一 个 线性 特征 标 X 都 可 由 
G/G' 的 一 个 线性 特征 标 少 得 到 . 
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例 3.8.5 考虑 5 的 特征 标 表 , 已 知 5， 有 三 个 共 思 类 {1}, {(12), (13), (23)})， 
{0123),(132)). 又 5S', 二 A， 且 5S/A; 鱼 2,, 故 5; 有 两 个 线性 特征 标 . 由 引 理 3. 6. 6 知 它 
们 可 由 2; 的 特征 标 得 到 . 令 ,Xs 是 5; 的 两 个 特征 标 , 则 我 们 有 

1 3 2 


由 推论 3.6.2 知 
6 三 153| = 二 对 十 码 十 码 = 二 2 十 码 
由 此 得 wm， = 2. 由 列 正 交 性 得 


s 
0= >)mX%((1,2) =1X1+1Xx (—1) + 2X02)), 
1 


3 
0= >) nt(Gi2,3)) = 1 XxX1+1xX1+2X%123)), 
T 
由 此 得 $; 的 特征 标 表 为 


3 2 
(12) (123) 


例 3.8.6 设 G 是 8 阶 非 交 换 群 , 则 我 们 可 决定 G 的 特征 标 表 , 因 为 8 阶 非 交 换 群 
有 两 个 同 构 类 ,这 个 例子 说 明 , 不 同 构 的 群 可 能 有 相同 的 特征 标 表 , 换 句 话 说 ,一 个 特征 
标 表 不 能 完全 确定 一 个 群 . 

已 知 |2(G)| = 2, 因 而 Z(G) 器 Z:. 因为 G 是 非 交换 群 , 故 G/Z(G) 是 4 阶 交换 群 
且 非 循环 群 .又 G' 二 Z(G), 这 样 G/G' 空 Z; x 2Z,, 由 例 3.8.3 和 例 3.8.4 知 G 恰 有 4 个 


线性 特征 标 . 由 推论 3.6.2, 我 人 有 已 芭 二 8, 其 中 1<i<4,n=1, 对 于 i> 4,n>1. 


这 就 使 "二 5 且 ns 二 2. 设 +z 是 G' 的 生成 元 ,因为 G' = Z(G), 故 1 和 z 恰 在 G 的 两 个 
不 同 的 单元 素 共 堪 类 中 ,因而 其 余 三 个 共 示 类 的 元 素 个 数 均 为 2. 令 a,b 和 c 分 别 是 这 三 
个 共 思 类 的 代表 元 ,因为 G/G' 也 有 4 个 共 却 类 ,所 以 < 和 < 在 G/G' 中 像 必 在 不 同 的 
共 思 类 中 ,利用 例 3. 6. 3 中 Z。 X 2 的 特征 标 表 , 我 们 可 获得 G 的 部 分 特征 标 表 : 
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又 由 列 正 交 性 ,我 们 得 Xs(a) = Xs(b) = Xi(c) = 0, 以 及 Xs(zx) 一 一 2, 这 就 完成 了 
G 的 特征 标 表 . 

例 3.8.7 考虑 4 的 特征 标 表 . 

已 知 4;s 元 素 在 5s 中 有 4 个 巷 类 ,这 4 个 共 思 类 的 代表 元 为 1,(12) (34), (123)， 
(12345), 这 4 个 共 二 类 的 元 素 个 数 丸 分 别 为 1,15,20,24. 

注意 到 4* 的 元 素 在 5; 中 共 思 ,但 不 一 定 在 4 中 共 固 . 

设 zE A;,K 表示 z 在 5s 中 的 共 思 类 , 则 | 天 | = 15;:Cs,(z)1. 而 zx 在 4; 中 的 共 
轰 类 含 在 K 中 , 且 其 阶 为 1A;:C4,(z)|. 设 Cs,(z) 不 包含 于 4,, 因 为 As 是 5; 的 极 大 子 
群 , 故 必 有 AsCs,(z) = 5;. 由 群 的 第 一 同 构 定理 ,我 们 有 

Ss/As = AsCs,(z)/As QCs, (x)/(As N Cs(z)) = Cs, Cz)Cs, (x) /Ca, (7) 
因而 |4s:C4, Cz)| = 1Ss:CaCz)1/1Ss:4s| 
= |Ss:Ca, (2)1/1Cs, Cz) :Ca, Cz)| = 15s:Cs,(z)| = |K| 

在 这 种 情况 下 ,K 与 x 在 4; 中 的 共 因 类 相等 . 

设 Cs(Cz) < As, 则 我 人 有 C4,(z) = Cs,(z) 站 4; = Cs,(z), 因 而 |4s:C4(z)| = 
|As:Cs, Cz)| = 1/215s:Cs, (x)| = 1/2K. 

在 这 种 情况 下 ,K 是 工 在 4s 中 的 两 个 元 素 个 数 相等 的 共 辐 类 的 并 集 . 

容易 看 出 ,1,(12)(34), (123) 均 与 5; 中 的 某 个 奇 置 换 可 交换 . 因而 这 三 个 元 素 在 
4 中 的 共 轰 类 也 是 在 5; 中 的 共 二 类 . 因为 24 不 整除 60, 所 以 (12345) 在 S; 中 的 共 示 类 
在 4* 中 是 两 个 元 素 个 数 相等 的 共 思 类 的 并 集 ,因而 4; 的 共 思 类 的 元 素 个 数 分 别 为 
1,15,20,12,12. 我 们 首先 证 明 z 二 (12345) 与 xz? 二 (13524) 在 5S; 中 是 不 共 示 的 ,从 而 
z 在 $, 中 的 共 生 类 在 4s 中 有 两 个 共 轧 类 ,其 中 一 个 含有 zx, 另 一 个 含有 xz*. 设 gE A; 使 
得 gzg 二 zx, 则 glz)g 一 (z?) 二 (zx). 因 而 g € Na.(z), 又 (x) € Syls(As), 又 As 
有 6 个 Sylow5 子 群 ,于 是 |Na((z))| 二 10. 通过 观察 有 Na《(z)) = (zx) X (t) 锯 Du， 
其 中 Dio 为 二 面体 群 ,t 一 (25) (43). 但 是 txt"' 一 并 天 安 , 可 见 , 不 存在 &EE Na,(《z))， 
使 得 gzg 一 = xz, 矛盾 故 工 与 zx? 在 A; 中 不 共 配 . 

由 上 证 明知 4s 有 5 个 共 思 类 ,代表 元 为 1, C12) (34),(123),(12345),(13524). 这 5 
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个 共 却 类 的 元 素 个 数 占 分 别 为 1,15,20,12,12. 因为 A; 是 单 群 ,我 们 不 可 能 像 前 面 的 例 
子 那样 ,由 A; 的 商 群 的 不 可 约 特征 标 来 获得 4s 的 不 可 约 特征 标 . 然而 ,由 于 A; 是 置换 
群 ,我 们 可 用 置换 所 具有 的 特点 来 确定 A 的 特征 标 表 . 

设 和 = (1,2,3,4,5), 由 例 3.6.4 知 ,x(g) 等 于 gE€ As 作 用 在 上 不 动 点 的 个 数 ， 
因而 我 们 有 


1 15 20 12 12 
1 (12)(34) (123) (12345) (13524) 
x 5 1 2 0 0 


x—X| 4 0 1 ee ek 


另 一 方面 ,我 们 又 有 G 一 为 二 一 六 ) 二 二 T AG" 一 XC 一 击 X (1x 
16 十 15X0 十 20X1 十 12X1 十 12X1)=1. 

由 推论 3. 6. 3 知 , 一 六 是 不 可 约 特征 标 , 令 一 一. 

设 了 是 X 的 二 元 子 集 组 成 的 集合 , 则 了 是 一 个 传递 的 A, 集 . 令 y 是 CAs 模 CY 的 
特征 标 , 则 我 们 又 有 


和 站 20 12 12 
1 (12)(34) (123) (12345) (13524) 

vv|s 1 2 0 0 

y— 4 4 0 1 -1 一 ! 


另 一 方面 ,(J 一 家 光一 义 ) 一 > [Wp— Xx)F = X81+15x1 


二 20X0++12X1+12X1)=2. 
由 推论 3. 6.8 知 ,y 一 是 两 个 不 可 约 特 征 标的 和 ,因为 Y 是 传递 的 A; 集 ,就 像 例 
3. 8, 4 所 作 的 那样 ,这 两 个 不 可 约 特 征 标 都 不 等 于 x. 我 们 又 有 


未 一 为 ,的 ) = np (f — XOXg) 


= 而 Qx9x4+15x1lxo+20xoxl+24x(-DX( 一 D) 


= 1， 


因而 由 推论 3. 6.4 知 ,(y 一 多 一 X:) 是 一 个 特征 标 , 它 既 不 等 球 ,也 不 等 于 XX,. 
令 为 一 少 一 为 一 办 ,我 人 有 ms 一 5, 又 由 推论 3. 5.2 得 :>) 邓 一 |4s| = 60. 由 此 
于 十 如一 18, 从 而 ms 二 ns 二 3. 这样 我 们 就 得 到 A; 的 部 分 特征 标 表 ( 见 下 页 ) : 
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1 15 20 12 QZ 

1 (12)(34) (123) (12345) (13524) 
bE 1 1 1 1 1 
Xs 4 0 1 mm ee \ 
Xs 5 1 = 0 0 
为 3 
Xs 3 


令 a 二 多 (0(12)(34)),6 二 Xs((12)(34)), 由 列 正 交 性 ,我 们 有 
5 
0= >)m%((1,2)(3,4)) =1X1+4X0+5X1+3a+36, 
Tr 


因而 a 十 5 = 一 2, 由 命题 3.6.4(3) 知 ,a 和 5 均 为 三 个 单位 平方 根 之 和 , 故 a,b 所 
{一 3, 一 1,1,3). 但 由 列 正 交 性 ,我 们 有 


4= 60/15= |Asl/ks = DIX,2)(3,4)) :=1+0+1+a tb; 
T 
由 此 得 a* 十 成 二 2, 从 而 a =b 二 一 1. 再 由 列 正 交 性 ,我 们 又 有 
3 


5 
60/20 = |As|/ks = DIXC,2,3)) 1 
1 


1 十 1 十 1 十 |XCC123)D]? 寺 |XsC(123)) 1?; 
于 是 [XC023)) 上 十 |X;((123))1: = 0, 因 而 得 出 (C123)) = Xs((123)) = 0; 又 有 下 
列 As 的 部 分 特征 标 表 : 


和 15 20 12 12 

1 (12)(34) (23) (12345) (13524) 
XL 1 J 本 1 1 
Xs 4 0 1 eh | eh 
Xs 5 1 = 0 0 
人 3 A 0 
Xs 3 = 0 


令 工 二 (12345), 上 面 我 们 证 明 z 与 x 在 As 中 不 共 轿 时 发 现 z 与 x-' 在 4s 中 是 
共 斩 的 ,因而 X(z) = 为 (z 0. 由 定理 3. 6.4(4) 可 知 ,Xi(Cz) 是 实数 ,类 似 的 论证 可 知 ， 
Xi(z ,Xs(z) 及 Xs(z*) 也 是 实数 . 

令 c= (Zz),d = 二 Xs(z?), 由 行 正 交 性 ,我 们 有 


s 
0= Dnxlg) =1X3+15X(—1)+20x0+12c+ 12d 
1 
由 此 得 < 十 4 一 1 因为 X(z3) 也 是 实数 ,我 们 又 有 
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5 
60= DnXlg):=1X9+15xX1+20x0+12 + 12d’ 
Tt 


由 此 又 得 必 十 d= 3, 因 而 一 c 一 1 = 0. 不 失 一 般 性 ,我 们 设 
-lt 及 4d-1- Y= 


必 c= 2 


类 似 有 
l= WB 


Xs(z) = 2 47Xs(z) 一 pp i 
这 就 完全 确定 了 As 的 特征 标 表 . 


问题 3.8 


1. 设 G 双 传递 地 作用 在 关上 ,证 明 :CX 的 特征 标 是 主 特征 标 与 其 他 不 可 约 特征 标 
的 和 . 

2. 对 任意 的 n € N ,确定 Du 的 特征 标 表 . 

3. 确定 5; 的 特征 标 表 . 

4. 设 NG,yY 是 G/N 的 特征 标 ,定义 X:G 一 C, 其 中 Xx(g) = ylgN), 则 

(DX 是 G 的 特征 标 ;(2)X € Irr(G) 当 且 仅 当 yy € Irr(G/N). 

5. 设 N<G,X 是 G 的 一 个 不 可 约 特征 标 ,N 己 K;, 证 明 : 

(1) 存在 少 E Irr(G/N) 使 得 对 任意 的 gE G 都 有 XC(g) = yl(gN); 

(2D)IG: NI = X00) 其 中 K= (Ke Irr(G)| NE (Ky). 


xEK 


8$ 3.9 有限 群 特征 标 理论 的 应 用 


最 后 ,我 们 给 出 有 限 群 特征 标 理论 的 初步 应 用 . 

Burnide 定理 。 pq’ 阶 群 是 可 解 群 ,其 中 p,q 是 不 同 的 素数 ,a,b 是 正 整数 . 

Frobenius 定理 ” 设 G 是 有 限 群 , 互 过 G, 对 YgEG 一 互 都 有 互 门 瑟 *= 1, 则 
和 =(zEGlz 与 五 的 任何 元 素 都 不 共 罗 ) U {1) 是 G 的 正规 子 群 ,进一步 有 G 二 HN， 
NNH=1. 

Frobenius 定理 中 的 群 G 称 为 Frobenius 群 ,有 H 称 为 Frobenius 补 ,N 称 为 Frobenius 
核 , 设 X 是 G 的 特征 标 ,及 三 G, 令 Xn: 太一 C 是 Xx 限制 到 太 上 得 到 的 一 个 函数 . 因为 
G 的 表示 限制 到 石上 产生 一 个 五 的 表示 ,因而 Xn 是 瑟 的 一 个 特征 标 , 即 Xy € cf(H). 


定义 3.9.1 设 9Ecf(H),a € G, 定 义 8F(a) = DA 
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站 EH 
其 中 :GC 满足 9(H) 一 (2 es , 斤 称 为 9 在 G 上 的 诱导 类 函数 . 


事实 上 , 若 “ 与 5 在 G 中 共 却 , 设 一 zaz, 则 
Pb) = 壤 ? ete) 


和 = A pi 
= Ti DP (gra(gr) 0 = THT OP gag ') = (4), 
[HT a 


这 说 明 六 确 为 G 的 类 函数 , 即 凡 Ecf(G). 若 hh 二 G6, 显然 有 9 = 二 8, 从 而 六 二 名 
又 由 定义 可 得 5(1) = 1G : Hlg(1). 
Frobenius 互 反 律 ” 设 H<G,pEcfCHD) ,YE cf(O), 则 (GY) = (pfu). 
证 明 ”直接 计算 可 得 
1 


Ee py A 
(#,D = ra A Ts) = 让 IT 


DD VCzgz-D Wa) 


#EG sEG 


i Tariat DD PW Wr gr) = 让 Dp TO = (pp). 


YEG xEG EN 


推论 3.9.1 设 玉 三 G, 若 ?是 五 的 特征 标 , 则 F 也 是 G 的 特征 标 . 
证 明 ”因为 (1) = 1G : Hlg(1), 故 六 关 0,Y XE Irr(G), 由 Frobenius 互 反 律 
知 , (Pr,X) = (9,Xn) ,又 知 (p,Xn) 是 非 负 整数 ,从 而 (8 ,X) 也 是 非 负 整数 . 再 据 定理 
3.6.4 得 史 是 G 的 特征 标 . 
引 理 3.9.2 设 G 是 Frobenius 群 ,及 三 G 是 G 的 Frobenius 补 , 若 p,y Ecf(H)， 
1) = 0, 则 (G)n = 9 有 YD = FF). 
证 阴 ” 设 hE€ 态 , 我 们 只 需 证 (4) = 94). 若 h = 二 1, 则 #8801) = 1G: Hlg(1)， 
从 而 8(1) = gL1). 不 妨 设 h 关 1, 则 
fh) = Te) 
车 + 世态 , 则 HH = 1, 由 此 得 h 攻 五 .在 这 种 情况 下 ,9Czhz ') 二 0, 于 是 
(hh) = AG = gh) 
对 于 第 二 个 结论 ,由 Frobenius 互 反 律 及 上 面 的 结论 可 知 ， 
(PD 一 (0 (8)6) = (FF) 
引 理 3.9.3 设 G 是 Frobenius 群 ,有 过 G 是 G 的 Frobenius 补 ,XEIrH), 令 N 
= {z € Glz 与 于 任何 元 素 都 不 共 固 }, 则 存在 X" E Irr(G) 使 得 六 二 X 且 NKKx*. 
证 明 若 X= 14 是 五 的 主 特征 标 , 则 我 们 取 X = 1c; 此 时 我 人 及 三 X 且 NN 
与 G= Kx 不 妨 设 X 关 1n 且 定义 p=X'" 一 X(1)1s € cf(H), 则 显然 有 941) 一 0. 由 
推论 3.9.1 知 ,8 E cfF(G), 于 是 喀 是 Irr(G) 中 元 素 的 ZZ 线性 组 合 . 又 由 Frobenius 互 
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反 律 可 得 (8 ,1c) = (9,1n) = 一 X(1). 

不 妨 设 史 二 X" 一 X(1)16, 其 中 xX" E cf(G) 是 G 的 除了 主 特征 标 le 以 外 的 其 他 
不 可 约 特征 标的 乙 线 性 组 合 . 由 此 可 得 (#8 ,#7) = (X* ,xX*) 十 (1)*. 

另 一 方面 ,( 史 ,8) = (9,9) 一 CX,X) 十 X(1) = 1 十 X(1)* 比较 两 式 可 得 (X* ,X*) 
一 二 

设 X 一 Beimoawy, 其 中 a € Z, 则 1 二 (X* ,Xx*) = 3a$. 由 此 可 知 ,对 蘑 个 六 委 
Irr(G) ,我 人 有 X" 三 士 4 又 由 引 理 3. 9.2 得 (Hu = gr 于 是 (X* 一 xX (D16)w = 二 x 一 
X(1)1w, 由 此 可 得 (xD = X. 

特别 地 ,X" (1) 二 X(1) > 0, 这 说 明 X" 隆 一 y, 从 而 Xx" = y€ Irr(G). 

对 于 第 二 个 结论 , 令 g E N, 由 诱导 类 函数 的 定义 ,直接 计算 可 得 0 = #'(g) 一 
X (Cg) 一 X(1), 于 是 X* (gl1) = X(1), 故 g € Kx 

Frobenius 定理 的 证 明 令 N= {zx EG|z 与 右 的 任何 元 素 都 不 共 思 } U (1), 也 
即 N = (G6— UseeH®D U {1}. 

对 VXE Irr(HH), 令 X" E€ Irr(G) 同 引 理 3.9.3 所 设 .对 所 有 的 XE Irr(H) 都 有 NN 
三 Kw. 令 M= 门 Kx ,其 中 x 取 遍 Irr(H) 的 每 个 元 素 , 由 命题 3.6.7 知 必 是 包含 N 的 
的 正规 子 群 ,又 由 引 理 3. 9. 3 知 二 X, 再 由 命题 3.7.3 得 MN H=N Ky = 1 

又 从 Mn H 二 1,M<G 我 们 得 到 对 所 有 g € G,MN Hr 二 1, 于 是 MCN, 从 而 
尺 = M 是 G 的 正规 子 群 . 

下 证 6G = NH. 由 题 设 Ne(H) = H,H 有 |G : 五 | 个 互 不 相交 的 共 却 子 群 ， 

由 此 得 

INI= IG1 = 1 YH — DI|=16|— IG:HI(HI—D)= |G: HI. 
因为 N 由 H = 1, 我 人 有 
INH| = INIIH| = IG: HIIH| = |G1, 故 G= NE 

最 后 证 明 Burnside 定理 ,为 此 需要 有 关 代 数 整 数 的 概念 ,a € C 称 为 代数 整数 , 若 
存在 一 个 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 f(z) € Z[z] 使 得 f(a) = 0. 

引 理 3.9.4 车 a 是 有 理 数 且 为 代数 整数 , 则 a 必 为 整数 . 

证 明 设 a/bE€ Q 是 代数 整数 ,其 中 (a,5b) = 1,1 关 5b EN, 则 对 某 个 n EN 使 得 


(和 十 中 (多) 十 co 二 0 
用 久 乘 等 式 的 两 边 ,我 人 有 a" 三 0(modb), 与 a,6b 互 素 相 矛 盾 . 
引 理 3.9.5 设 a€ C, 则 a 是 代数 整数 当 且 仅 当 Z[a] 是 有 限 生 成 Z- 模 ,其 中 Z[a] 


是 整数 环 乙 上 关于 a 的 多 项 式 环 . 
证 朋 ,| 设 « 适 合 的 Z[a] 中 的 整 系数 多 项 式 为 z 十 a_iz" 7 十 … 十 ao 于 是 mr 
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三 一 (a0 十 … 十 ao), 故 wr 以 及 a 的 更 高 次 守 均 可 由 1,4,…,a' 线性 表 出 , 且 表 
达 式 的 系数 均 为 整数 . 这 说 明 1,4,… ,a 是 Z[a] 的 一 个 生成 元 集 , 即 Z{a) 是 有 限 生 
成 模 . 

反之 , 设 wm,w,…',w 是 Z[o] 的 一 个 生成 元 集 , 则 对 Y avaw 是 忆 线 性 组 合 , 即 aa 一 
六 wma E 了 ,整理 得 


| 
0= Be — da = 1,2," 


其 中 6; 是 Kronecker 符 号. 因为 上 述 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 a, ,a:,… ,0,, 故 系数 矩阵 
的 行列 式 必 为 零 . 故 a 是 多 项 式 det((a,) 一 z7)) 的 根 . 

因为 这 个 多 项 式 的 系数 可 能 为 一 1, 但 适当 变换 后 可 使 它 的 首 项 系数 为 1, 即 a 为 
代数 整数 ， 

定理 3.9.6 ”所 有 的 代数 整数 关于 数 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 . 

证 明 ” 设 a,B 是 代数 整数 ,由 引 理 3. 9. 5 知 ,Z[o],ZLB8] 是 有 限 生成 模 , 设 {w ,cz， 
… ,0 ),{B1,B,，…,B,} 分 别 是 Z[aj 与 Z[B] 的 一 个 生成 元 集 ,验算 可 知 ,aBj,1 夺 i 寺 n， 
1 三 j 忆 m 是 Z[a8] = Z[aJ[B] 的 一 个 生成 元 集 , 即 Z[a,PB] 是 有 限 生成 的 . 因为 乙 是 
主 理想 环 ,又 Z[a 土 B] 与 Z[eB] 都 是 Z[a,B] 的 子 模 ,所 以 Z[a 士 B] 与 Z[a8] 都 是 有 
限 生成 模 , 且 a 士 8,a8 都 是 代数 整数 ,从 而 所 有 代数 整数 构成 一 个 环 . 

代数 整数 与 有 限 群 表示 理论 的 联系 体现 在 下 列 基本 事实 中 ; 

引 理 3.9.7 设 X 是 G 的 一 个 特征 标 , 则 对 VY g € G,X(g) 是 代数 整数 ， 

证 明 “ 设 gE€G, 知 X(g) 是 一 些 单位 根 的 和 ,而 单位 根 是 代数 整数 ,由 定理 5. 9. 6 
得 XxX(g) 是 代数 整数 . 

引 理 3.9.8 设 XE Irr(G),g € G, 则 |G :Colg)| XC(g)/X(1) 是 代数 整数 . 

证 明 设 S 是 单 CG 模 ,其 对 应 的 特征 标 是 X. 令 gE€G,K 是 g 所 在 的 共 辐 类 ,a 二 
Sexzx E CG. 考虑 5S 到 5 的 映射 p:s 一 > as,s € S, 由 定理 3.5.3 的 证 明 可 知 a 在 CG 的 
中 心里 ,由 此 得 9E Endes(S). 由 Schur 引 理 知 ,存在 4E C 使 得 对 所 有 s ES 都 有 as = 
改 ,计算 迹 我 们 有 

MX(1) = 22xC7) = |KIx(g) = |G: Ce(g) |xX(G), 
因而 
4= |G: CeCg)1XC8)/XC1). 

考虑 CG 到 CG 的 映射 o:y 一 > ya,y E CG. 由 引 理 3. 3. 11 知 ,oE Endcs(CG), 因 为 
5S 是 单 CG 模 , 则 5 可 看 作 是 CG 模 的 子 模 , 又 a 在 CG 的 中 心里 , 故 对 任意 的 0 关 *E 5 
刁 CG, 我 人 有 os) = sa = as 一 xs 这 说 明 jc 的 特征 值 . 
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于 是 若 令 4 是 "对 于 C 上 的 向 量 空间 CC 在 基 CG 下 的 矩阵 , 则 我 们 有 det( 一 4) 
一 0. 
另 一 方面 ,4 的 元 素 是 0 或 1, 由 此 可 得 f(4) = der(CMT 一 4) 是 系数 在 Z 中 的 首 项 
系数 为 1 的 关于 4 的 多 项 式 . 因为 /(24) = 0, 故 4 是 代数 整数 . 

引 理 3.9.9 设 X Err(G), 则 XxG)11G|. 

证 明 设 gy,…,g, 是 G 的 苍 类 的 代表 元 ,由 引 理 3.9.7,3.9.8 及 定理 3. 6.4(4) 
知 对 Vi,1G : Celg)| Xx(g)/X(1) 和 XCg,) 是 代数 整数 . 由 行 正 交 定理 有 


HL 却 


, 
xz = x 2 16:CoC8) x8) ZE 


= DG:Colg) IxCg) /X01) » XCB)). 
[ey 

由 定理 3. 9. 6 知 是 代数 整数 ,又 由 引 理 3. 8. 4 即 得 结论 . 

引 理 3.9.10 设 XE Irr(C), 玉 是 G 的 一 个 共 罗 类 ,(| 开 1,XC1)) 一 1, 对 于 GE 天 ， 
令 e=X(8)/X(), 则 “一 0 或 lx| = 1. 

证 明 存在 s,+€ 2Z 使 得 s|K| 十 1x(1) ==1, 于 是 s|K|X(g) 十 X(Dx(g) = xX(g). 
用 X(1) 除 上 式 的 两 边 ,由 引 理 3. 9.7 和 3. 9. 8 可 知 : 

XCg) 和 | 生 区 Se2 均 为 代数 整数 ， 

xX(g) 

因而 和 也 是 代数 整数 . 


令 和 各 二 4 三 加 , 为 ,…, 入 为 丸 适 合 的 Q 上 极 小 多 项 式 的 所 有 共 亏 根 . 由 定理 3. 6. 


X(1) 
4(3) 知 XC8) 二 >)% 各 单位 根 的 和 ,其 中 wi 是 次 单位 根 . 于 是 
= b> Zly’ 
从 而 每 个 》 都 可 写成 ze 这 样 一 些 数 的 和 . 由 此 可 知 对 V i 来 说 , || 之 1. 


x(1) 
令 a 一 TT%, 则 a € Q 且 a 是 代数 整数 ( 土 a 就 是 入 所 适合 的 Q 上 极 小 多 项 起 的 


常数 项 ). 由 引 理 3.9.4 知 a € Zz, 但 是 |a| = J 1X| < 1, 故 < = 0, 土 1. 因 为 所 有 的 
4 是 共 恩 的 ,从 而 a = 0 人 = 0SX(g) = 0. 

另 一 方面 ,a 一 十 1 =1, 对 Vi, 于 是 有 a 二 0 或 |a| 二 1 

定理 3.9. 11 ”车 有 限 群 G 有 一 个 共 亏 类 的 元 素 个 数 是 素数 的 正方 备 , 则 G 不 是 单 
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群 . 
证 明 设 G 是 单 群 ,1 取 g EG 所 在 的 共 思 类 的 元 素 个 数 为 p",p 是 素数 ,n E 
N, 亦 即 |K| = |G : Col(g)| = 疡 ,此 时 GG 不 是 交换 群 . 由 列 正 交 定理 我 们 有 


1 < 1 Ha 
0 一 二 ZI 入 一 二 全 人 
PAC 二 2 和 


其 中 , 义 ,Xs,…,X, 是 G 的 不 可 约 特征 标 , 由 引 理 3. 9.4 知 1/p 不 是 代数 整数 .于 是 由 定 
理 3.9.6 知 对 某 个 2 三 i<r,X(g)X(1)/p 不 是 代数 整数 ,因为 X(g) 是 代数 整数 ,这 说 
明 思 不 整除 (1) 且 X(lg) 关 0. 又 (|K|,X(1)) = 1, 于 是 存在 a,b E€ Z 使 得 alK| 十 
bX(1)) = 1, 因 而 
Xi(g) /Xl1) = alG: Col(g)| X88)/X(1) + bxi(g), 
由 引 理 3. 9.7 和 3. 9. 8 知 ,这 是 一 个 代数 整数 . 又 |x(g)| 二 |%(1)|, 由 此 得 
g EL,= {rE€EG Xz) =%)), 
但 Zi, = 1, 蔬 盾 . 故 结论 成 立 . 
Burnside 定理 的 证 明 设 G 是 使 定理 不 成 立 的 极 小 反例 , 则 G 为 单 群 ,否则 G 有 
非 平凡 正规 子 群 N. 由 C 的 极 小 性 , 必 有 N 及 G/N 均 可 解 ,从 而 G 可 和解. 令 PE 
Syl(G),1 夫 =EZ(CP), 则 = 所 在 的 共 生 类 元 素 个 数 必 为 4 的 正方 赛 ,与 定理 3. 9. 11 矛 
盾 , 故 结论 成 立 . 


问题 3.9 


1. 若 妃 过 G 沙 是 五 的 特征 标 , 证 明 :Z(W) 入 万. 

2. 若 H,K 人 G 且 G = HK,pE€ cf(H), 证 明 : (J)x = (Bunx). 

3. 若 太志 6G,IG: H| = 二 n,X 是 G 的 一 个 特征 标 ,证 明 : 

(D XN) 之 Kas Xn) /ns 

(2) 车 了 H 是 交换 群 ,X € Irr(G), 则 X(1) 过 2 

(3) 若 (2) 中 的 等 式 成 立 , 则 H<IG. 

(4) 若 G 为 奇 阶 群 , 则 值 为 实数 的 不 可 约 五 是 交换 群 ,X € Irr(G),X(1) 之 交 
4. 若 G 为 奇 阶 群 ,证 明 : 值 为 实数 的 不 可 约 特征 标 只 能 是 主 特征 标 . 


§ 3.10 ”有 限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 
在 本 节 以 实例 演示 有 限 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 寻找 方法 . 首先 根据 上 述 几 节 所 叙 


基本 原理 ,构造 群 的 特征 标 表 ,进而 确定 群 的 不 等 价 不 可 约 表 示 及 其 维 数 , 再 根据 群 元 
的 具体 含义 以 确定 每 个 表示 的 具体 形式 . 
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试 以 Cr 群 为 例 说 明之 . 
1. 确定 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 维 数 


确定 群 的 共 堪 类 的 个 数 尺 ,就 是 确定 群 的 全 部 不 可 约 表示 的 个 数 c, 即 = c. 
群 Cw = {E,Ci,Ci,Ci,mxvmyyooyoo) 可 分 为 5 类 , 即 K = 5， 


@ = {E},e: = {C4,CY},es = {Ci),e, = {mxsmy} ,es = {0,,0,)}. 
由 此 可 见 群 C,,。 有 5 个 不 等 价 不 可 约 表示 . 
再 由 伯 因 塞 德 定理 >， ?二 8, 现在 g = 8,c = 5. 此 时 整数 解 只 有 


站 一 4 一 4 一 1( 一 维 ), = 2 (二 维 ). 
例 3.10.1 设 G 为 8 个 元 素 构成 的 Abel 群 , 求 其 全 部 不 可 约 表示 的 个 数 及 相应 维 


& 一 8, 共 轧 类 个 数 K = 8, 即 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 c = 8, 由 伯 氏 定理 ,4 = 7， 


“三 44 二 1, 即 全 部 为 一 维 表示 . 


2. 构造 特征 标 表 


一 般 可 以 利用 如 下 关系 : 

(1) 任何 群 的 不 可 约 表 示 i:X(E) = 4. 

(2) 任何 群 G 均 存在 平庸 一 维 表示 :TCg,) = 1(Y g, € G). 

(3) 一 维 表示 就 是 其 特征 标 , 其 乘法 关系 与 群 元 间 的 乘法 关系 一 致 . 
04) 对 于 一 维 表示 ,车 到 二 EE, 则 XY(g.)1* 一 car。 

(5) 两 个 特征 标 正 交 关 系 . 


(6) 不 可 约 判 据 > mu 六 | 一 六 
例 3. 10.2 闻 阶 循环 群 G= {E,a,…,a!,a" 二 E), 群 的 阶 g 一半 它 是 阿 贝尔 群 ， 


一 = g ,4 = 4s 一 … 二 4 一 1 全 部 是 一 维 表示 . 


由 于 a" = 二 EE, 故 T(E) = T(a") = 1, 即 [T(a) 了 "= 1, 就 是 
Tla) = 1* = ee 人 一 0,1， on — 1). 

这 样 得 到 个 不 同 的 表示 : 

令 


TH(a) = ew-D/n(p = 1 ,n), 
共 轿 类 


@ = {E},e: = (ae 一 (ta 
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对 于 XE en, 应 有 
Tz) = TH a) = [PDI = [Lew] 
其 中 p 为 不 可 约 表 示 序 数 ,m 为 共 固 类 的 序数 . 其 特征 标 x;” 亦 等 于 此 数 ,X;” 一 
[e™"]* "9 ,此 群 的 特征 标 表 如 表 3.1( 令 n 二 5) 所 示 . 


表 3.1 循环 群 G = (E,a， 1,a" 一 E) 特征 标 表 
类 元 素 m | 6 es 
不 可 约 表示 六 (E) (a) a 四 a 
Ea 1 1 1 1 1 
x 1 ea on es ets 
Xi 1 ers es elas rs 
x 1 ie aa aa roils 


x i ea an oo aa 
例 3.10.3 构造 C,, 群 的 特征 标 表 。 
Cw 群 的 特征 标 表 如 表 3. 2 所 示 。 

表 3.2 Cuw 群 的 特征 标 表 


类 脚 标 人 a es © 站 es 
表示 脚 标 ? {E} | {G11} {CH} {mwmy) | tea 
下 1 1 1 1 
1 1 1 一 上 -1 
xX 1 nL 1 1 pk 
x 1 ~ 1 一 总 1 
地 2 0 mt | 0 0 
演算 过 程 如 下 : 


(1) 由 X(E) 一 上 和 人 恒 等 表示 ,可 以 填 出 表 中 第 一 行 与 第 一 列 ; 
(2) 考虑 第 三 列 ,l， 一 {Ci). 由 于 [CiJ? 二 ,由 例 3. 10.2 得 
XB (Ci = 土 1,X29(C?) = 土 1,X3(C?) = 土 1. 
但 由 XP (CD = XCD = [XCW)]( 第 二 列 ) 可 知 
x? CDE =1= [XCDT+1, 
即 Xe(C? = 1,X? = 土 1 


(3) 由 特征 标 第 二 正 交 定理 得 了 xX) 一 Ew, 令 K 三 1(4 类 ),k = 3 类 )， 
注意 坊 二 1,n3 一 2; 可 得? == 一 2; 
(4) 对 于 i 二 5, 由 不 可 约 表示 依据 : >n,1XP|? 二 g (g 二 8), 注 意 到 nn 一 1,n, 一 
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2on 一 lne 一 2 一 1 ,得 X2 二 X42? 一 X 一 0 

(5) 由 于 m= 二 二 吕 二 中 二 上 ,得 一 士 1,X9 一 士 1, 由 于 序号 选择 的 任意 
性 ,表示 i 二 1,2,3,4 对 应 三 种 等 价 选择 ,只 取 一 种 就 可 以 了 . 令 X? 二 一 1,X = 1,X” 
三 一 4, 则 X= 一 1,X3 = 1,X = 一 1. 

例 3. 10.4 C= {E,Ci,Ci,m, msm,). 

8 二 6, 由 伯 恩 塞 德 定理 得 g = ,有 4 二 1 = 1,4, 二 2, 有 三 个 不 等 价 表示 ,两 
个 一 维 的 ， 

XPE) = 1XP (EE) 一 1 Xp = 2. 
此 外 ,Xn 二 X88 = X39 = 1( 平 凡 表示 ). 

由 同 态 定理 G/N 一 G, 商 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 系 群 G 的 不 等 价 不 可 约 的 非 忠实 

表示 . 令 N = G, 则 G/N 为 一 阶 群 ,对 应 平凡 恒 等 表 示 
{TV(g)}=R=1Yg,€G. 

令 N = (E,C3,C3), 则 G/N 为 二 阶 群 , 除 平凡 表示 外 ,还 有 一 个 反对 称 表示 Xf? 一 
1,X8 二 一 1( 可 以 一 般 证 明 , 从 略 ). 因为 是 一 维 表示 ,表示 和 矩阵 即 为 其 特征 标 . 

当 m 维 不 可 约 表示 (m 二 1) 有 个 时 ,如 习题 中 Cs, 群 . 设 1P% } 为 群 的 一 维 表示 ， 
{TW) 是 群 的 m 维 表示 , 则 {T”") 与 {TT”) 亦 为 群 G 的 m 维 表示 ,特征 标 为 X= 
1 和 X*X%.m 维 表 示 只 有 一 个 不 等 价 不 可 约 时 ,特征 标 必 为 实数 , 必 为 自 共 思 表示 , 即 
特征 标 全 为 实数 . 此 时 当 XY 关 1 时 ,XW 二 0.Cs, 的 特征 标 表 如 表 3. 3 所 示 。 

表 3.3 Cy 的 特征 标 表 


{E} {C1,C3) {mo mssme)} 


2 1 1 a 
> 2 "= 壮 0 


3. 确定 表示 的 具体 形式 


原则 上 可 以 通过 约 化 群 的 正则 表示 得 到 ,但 过 程 繁琐 , 因此 往往 需要 使 用 适当 技 
巧 , 直 接 找到 不 可 约 表示 的 具体 形式 . 

《1) 矩阵 群 . 利用 自身 表示 ,再 通过 下 节 介绍 的 “表示 直 乘 的 分 解 ”方法 ,找到 不 可 
约 表示 . 此 时 可 以 视 其 为 线性 空间 坐标 的 齐 次 变换 (被 动 观点 ), 然 后 定义 坐标 的 函数 的 
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变换 算 符 , 找 到 相应 变换 的 不 变 函数 空间 ,从 而 得 到 其 忠实 表示 . 在 李 群 中 将 详细 讨论 之 . 
(2) 抽象 群 . 先 找到 其 忠实 表示 ,然后 利用 (1) 中 抢 阵 群 中 应 用 的 方法 . 
例 3.10.5 求 C,, 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 具体 形式 . 
建立 坐标 系 . 设 Y g。E€ Cw,g。 为 二 维 空间 的 变换 : 


(=r. 


ET 


ye=00,(5)= (arn[]=[- "= BE |: 
人 工 了 x Tu (Ci)z + TrlCi)y 
9 溉 
对 比 两 边 , 得 Tu(CPDz = Pa(Ci = 0,Ta(Ci) = 1, 即 PC3 = 习 i ol 


其 余 元 素 可 以 仿 此 得 到 . 由 于 Cu 群 只 有 一 个 二 维 表示 ,也 就 是 说 ,C4 群 的 全 部 不 
等 价 不 可 约 表示 都 已 找到 ,分 别 是 


a ld PF | sg 


1 0 一 1 0 和 0 1 
m=|, i "=| 0 NE oj "= | 中 
例 3.10.6 异常 群 (Ambivalent group) 的 特征 标 X(g。) 二 X" (g,). 异常 群 定 义 为 
对 于 某 个 YE&E G, 有 gg。 二 g 'gs'g( 即 每 个 共 堪 类 中 包含 群 元 及 其 首 ). 
证 明 ”对 于 G 的 任意 表示 
T(g)=T(g gr'g) = Tg dT(gi Tg), 
因而 
Xl(g) =TrIT(g HTg Tg) = TrIT(gs)) = X(g2'), 
但 是 XC(ga') 二 XCgs) 1, 故 X(gs) == 议 (go). 
二 面体 群 D,、SU(2) 是 异常 群 ,循环 群 SU (n)(n > 3) 则 是 非 异 常 群 的 实例 . 


问题 3. 10 


1. 利用 正则 表示 寻找 Cse 群 的 全 部 不 可 约 不 等 价 表示 - 
2. 四 元 素 集合 豆 一 {1 17 有) ,其 中 
六 二 民 二 一 1) 订 = 二 一 万 二 上 有 i,j 站 循环) ,1 = 一 1,7= 一 i,j= 二 一 jE 二 一 上， 
乘法 云 一 万 = 砍 =1, 元 一 下 等 .证 明 豆 构成 一 个 群 . 
(1) 给 出 已 群 的 乘法 表 ; 
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(2) 已 分 为 5 个 等 价 表 , 群 为 异常 群 ; 

(3) 寻找 群 豆 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 . 

4. 给 出 Cs 对 称 性 的 全 部 操作 元 素 集合 ;它们 构成 C;, 群 . 寻找 Cs 群 全 部 不 等 价 不 
可 约 表示 . 

5. 证 明 狄 拉克 的 四 维 克 里 福特 (Cliford) 代数 mr, 十 rrv 二 26%E(pwv = 1,2,3,4) 
在 矩阵 乘法 下 构成 群 C = {E,E,rvr,(p > ,TCp 之 Wrssriorsrrsry), 其 中 = 
mrarar 及 Ya E Gv,8 一 一 ga: 求 其 不 变 子 群 N 及 相应 商 群 ,寻找 此 群 的 全 部 不 等 价 
不 可 约 表示 . * 


$3.11 直 积 群 的 表示 


1. 表示 的 直 积 


设 (FT”(8.)) 与 1P”(&,)) 为 群 G 的 两 个 户 维 与 9 维 表 示 , 则 可 用 和 矩阵 直 积 的 方式 
构造 集合 {F(&D)) = {Po CD Q@To(gD) Yagi€G. 
可 以 证 明 该 集合 构成 群 G 的 表示 , 称 为 直 积 表 示 . 
及” (gi)@TW (gi) 可 以 显 式 地 表 为 PCT%] 表 示 和 矩阵 元 ( 数 ) 与 矩阵 Pw 相 乘 . 显 
然 人 (8.) 为 (p X gq) X (p X 9) 和 矩阵. 其 矩阵 元 可 表示 为 
人 (go)momp = Tg1) mT (ga mn = 1 ,9). 
此 外 ,有 重要 关系 
[PCgD)Pw(&D)] = DT gt (gg 


全 


= Dr ga Tg) Tg) aT gi) je] 
= DT gg) TY Cg ) TY gs] 


= DEr® eITO 8) LT Og IT Hg,) 


加 
= {LPT™ (gd)T™ Cg 加 LITO gOT® Cg) J)mmn 
mn = 1 ,pia,B = 1 ,9). 

亦 即 [Tr®(g) @T® gr gs) BO TH)] 

= [rT™(g)T™ (ED] Q@ [Fe Cg)Pw(8D]. 
由 此 式 易 见 ( 太 } 也 构成 群 G 的 一 个 表示 : 
T(g)T(g) = [Tg) QTwC8D]LPwCeD @ POCOD)] 
一 [FPCgDOFw (gO LTe(CgD)Pw(g)] 
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=[T®(g8)]@® [IT (gg)] = Tgig). 

例 3.11.1 设 系 统 由 两 子 系统 构成 ,两 子 系统 之 间 相 互 作用 可 以 略 去 , 且 它们 有 
共同 的 对 称 群 G, 则 两 者 的 能 量 本 征 函数 ,构成 群 G 的 不 变 子 空间 工 .与 L,. 这 些 本 征 函 
数 各 自 按 群 G 的 特定 不 可 约 表示 {T”) 与 {1T”) 变换 , 即 

P¥H (x) 一 更 名 (ETiz) = DY TO (gD),, 


PB (7) = Go(gTiz) = DDH DT pg 
7 


其 中 Y W(x) E LY BH (rT) E Lp= 110nyp=1,. ym) WY gE G, 则 系统 
的 总 波 函 数 要 拘 三 委 让 (x) 怠 (zx), 总 共有 m Xn 个 ,并 且 
PY = Yi (gr7'z) 
= DY DT Og ) TD (gy 
5 


= DY rg) OT Cg) aim 

其 中 [Tg.) Q@ TO (8 )]wm 二 (g,)wm 是 表示 {中} 与 {Pw} 为 直 积 表示 的 矩阵 
元 . 如 果 把 {2?) 与 {8B) 分 别 视 为 线性 空间 工 ,与 工 的 基 , 则 { 炎 镶 ) 正好 生成 直 积 空间 
L=1.®L,. 

系统 的 总 波 函 数 { 炎 澡 ) 按 群 G 的 表示 {TT") 与 {7"”) 为 直 积 表示 {TT ) 变换 ， 

直 积 表示 的 特性 标 有 重要 性 质 : 

Tr[T(g)] = TrIT® Cg)]。Tr[Pw(Ceg,)]， 
或 X(gs) =X (gOXY (pg), Yag EC. 


2. 直 积 表示 的 约 化 
设 直 积 表示 {T(g,)) 可 以 约 化 为 TCg.) = >)mT" (Cg,),Y gs € G, 则 应 有 
®, 


mn = 2 (go)X(g.) = Ex" (edge). (g = pq) 
例 3.11.2 设 C, 群 的 二 维 表示 为 9, 则 
re 四 re = ro 加 ro@reg@ra. 
在 量子 力学 中 ,两 个 不 可 约 表示 的 直 积 的 约 化 ,通常 称 为 对 称 群 G 的 克 莱 布 西 - 区 
登 (Clebsch-Gordon) 级 数 . 相应 的 相似 变换 (使 表示 么 正 化 ) 矩阵 元 素 叫 C-G 系数 . 常 
用 的 系数 已 制 成 C-G 系数 表 , 查 阅 十 分 方便 . 


3. 群 的 直 积 表示 
设 群 C 为 群 娓 与 开 所 构成 的 直 积 群 C 二 H @@K. 现 讨论 G 的 表示 与 九天 的 表 
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示 有 什么 关系 . 
设 YV HE€ Hlm=1,2,%,h),Y K.€ Kla=1,…,k), 则 VY G。s。EG 有 
Go = HK S$ HoK, = HiiK.Ks = K,, 


则 有 
GuGw = (Ha KY) (His Kp) = CE 天) = Gr € G: 
设 {TPH,) 与 {TK,) 为 群 态 与 K 的 两 个 表示 , 则 
To (EPOCH = THH) TH KITO Kg = THK,). 
相应 的 直 积 ,并 用 到 上 节 证 明 的 矩阵 直 积 公式 ， 
THH) THK = [PC JPO(CE DG@ [PoeCK)Pe(CKD] 
= [TH.) ® TRV)ITHH.) TOK]. 
令 Po (Go) = TCD @TW (Ky), 则 上 式 变 为 
TI (GH) = Pen (Ga) TN (Ga), 
其 中 Gm,Gw € G,Gr = GoGw E G, 帮 {I (Gm)) 也 构成 群 的 一 个 表示 , 换言之 ,用 群 
吾 与 群 K 表示 的 直 积 ,提供 了 直 积 群 的 表示 的 构造 方法 . 但 并 非 直 积 群 的 所 有 表示 都 
可 以 用 这 种 方法 提供 . 
进而 讨论 直 积 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 . 设 {T”} 与 1P ) 为 群 妃 与 天 的 两 个 不 可 
约 表示 , 则 其 直 积 {F%" ) 是 群 G 的 一 个 表示 , 且 它 的 特征 标 
Xun(Gz) = Xs HOX KY), 
其 中 XCH,) 与 X"(K;) 应 满足 不 可 约 判 据 ， 
Dy VHCH ea) = hy, 3 WR RK) = 


YE YEK 


上 面 两 式 的 两 边 分 别 相 乘 , 得 
肠 二 g(G 的 阶 ) 二 >) [XCHOX (CK)][X, CH OX K)] 


ds 


由 此 可 见 , {TCG。)} 构成 群 的 不 可 约 表 示 . 亦 即 , 若 {TCH,)) 与 {TCK.)} 为 
群 且 与 的 不 可 约 表示 , 则 {了 I”) 构成 直 积 群 的 不 可 约 表示 . 事实 上 用 这 种 方法 可 以 
构成 群 G 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 . 

由 伯 恩 塞 德 定理 , 对 于 {T} 与 {T)}, 有 


Dp = [37 =k. 
相 乘 得 
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全 全 


顾 二 5 二 3) [OP， 


11 和 1 


其 中 以 = 4 就 是 群 G 的 一 个 表示 的 维 数 ,cs 与 c: 分 别 为 群 妃 与 群 天 的 全 部 不 等 价 不 
可 约 表示 的 个 数 . 上 式 可 改写 为 
乙己 = 人 

由 伯 恩 塞 德 定理 可 知 ,左边 求 和 遍及 所 有 群 G 的 不 等 价 不 可 约 表示 ， 

推论 3. 11.1 直 积 群 的 全 部 共 和 类 数 c* 等 于 已 与 天 的 共 思 类 数 的 乘积 , 即 ce 一 
Ch Ch 

用 群 妃 与 天 的 表示 直 积 的 方法 虽然 不 能 构造 群 G 的 全 部 表示 ,但 是 用 群 互 与 天 的 
所 有 不 等 价 不 可 约 表示 构成 的 直 积 表示 , 却 可 提供 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 . 

例 3.11.3 卫 和 矩阵 群 . 

为 个 矩阵 满足 对 易 关 系 {7,,7,) = 二 7,7, 十 77, 二 26 ,pw 二 1,2,…,NN, 由 7 矩阵 
以 及 一 切 可 能 连 乘 的 集合 构成 卫 和 矩阵 群 . 

7, 矩阵 性 质 : 

R=177+77,=0 (天 中 

对 该 群 取 一 个 忠实 的 自我 不 可 约 么 正 表 示 : 

Yt = 77! = 7, 

令 =772e7wy; 则 == (一 DDNW+DAY,. 当 入 为 奇数 时 ,7, 与 7,(p 二 1,2,…,NN) 

对 易 , 因 此 由 舒 尔 引 理 , 应 为 常数 矩阵 , 即 有 
土 E， 人 =4mn 十 1， 天 
为 去 ee (不 是 新 元 素 ) 

当 NN = 4n 十 1 与 4n 时 ,两 个 矩阵 群 同 构 ; 当 NN = 4n 一 1 时 ,生成 元 为 r,(x = 1， 
2,…,N 一 2) 和 iE. 因此,{T(4n 一 1)) 二 {T(4n 一 2)) @ 1{E,iE}). 以 后 只 需 讨 论 NN 二 
2n 的 偶数 卫 和 矩阵 群 ,也 矩阵 群 C 是 异常 群 .Y g。E G, 一 g。E G, 设 所 有 “十 ”号 8 构成 
集合 书 ,其 元 素 个 数 = 5/2. 集合 三 的 元 素 , 即 从 六 个 加 和 矩阵 中 取 普 个 不 同 思 和 矩阵 (m 
三 1,2,…,N) 乘积 的 数目 应 为 

g/2 二 Cy 十 Ch 十 Cy 十 十 CR 十 十 CN% 二 2*， 
故 群 的 阶 
8 一 2x+ICN = 2n). 
显然 ,其 特征 标 在 自身 表示 中 ， 
小 语 8 一 土 T， 


x(g.) = 
0， 条 士 工 
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由 不 可 约 判别 法 
1 一 十 史 Ix(eoj1 一 阁 i， 


Pas 
故 在 最 低 维 表示 中 的 维 数 d = 2%:,N = 2n. 
此 外 ， 
det 7, = (— 1)"2( 当 NN 之 4 时 ,det 7, = 1). 
由 于 VY gs E 夏 , 有 Tr{T(g,)} = 0, 所 有 g。 构成 完备 线性 空间 Ls. 事实 上 ,如 果 线 


性 相关 ， Cg. 三 0 (系数 C(g.) 不 全 为 零 ). 用 g7' € I 右 乘 此 式 ,并 取 迹 ,得 
人 
Clgi) = 0. 念 此 可 证 全 部 Clg,) = 0,Y g; € 刀 . 故 任何 4 X 坟 矩阵 M 均 可 按 & 展开 ， 
M= DCg) gClg,) = HTrg'M). 


一 般 说 来 , 当 N = 4 时 , 除 一 维 表示 外 ,矩阵 群 只 有 一 个 d 维 表示 ; 当 N = 4n 一 
1 时 ,有 两 个 不 等 价 不 可 约 的 d 维 表示 . 可 以 证 明 ,两 组 等 价 的 以 维 不 可 约 表示 和 矩阵 , 实 
际 上 只 确定 到 一 常数 . 如 限制 相似 变换 矩阵 的 模 为 1, 则 常 系数 取 exp(i2xm/q) ,其 中 0 
<m<d. 

7 矩阵 群 的 具体 形式 (自身 表示 ); 

(DN = 2, 可 取 泡 利 矩 阵 和 单位 矩阵 ， 

N= N= Nm—iNn=0, 1. 

(iDN = 2 ( 狄 拉克 和 矩阵 ). 

N=0 X07 = 0 X07 = 0 XI = 0 X07 = 0 XT=— 17),. 

{ 古 ) 矩阵 群 在 旋 量 分 析 、 量 子 场 论 、 高 能 粒子 物理 的 分 立 对 称 (电荷 苍 .CP 共 思 ) 
中 有 广泛 应 用 . 


Burnside 小 传 


伯 恩 赛 德 (W. Burnside), 英 国 数学 家 ,1852 年 7 月 2 日 生 于 伦敦 .1871 年 人 剑桥 圣 
约翰 学 院 学 习 ,1873 年 转 信 彭 布 罗 克 学 院 . 1875 一 1886 年 任 研究 员 ,1885 年 起 任 格林 尼 
治 皇 家 海军 学 院 数学 教授 ,直至 去 世 . 1893 年 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 ,1906 一 1908 年 任 
伦敦 数学 会 会 长 . 前 期 主要 研究 应 用 数学 ,还 研究 椭圆 函数 以 及 微分 几何 等 . 1892 年 起 
研究 群 论 ,是 群 表 示 论 的 主要 创始 人 之 一 ,并 应 用 群 表示 论证 明 prq' 阶 群 是 可 解 群 (p， 
9 为 素数 ). 1899 年 获 伦 敦 数学 会 德 * 摩根 奖 . 他 所 著 的 《 群 论 )(1897) 是 有 限 群 论 的 第 
一 部 系统 著作 ,深刻 影响 其 后 的 群 论 体系 . 1900 年 左右 ,Burnside 提出 了 一 个 著名 的 猜 
想 :一 个 奇数 阶 群 C 必 存 在 一 个 正规 子 群 列 : 
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G= G 必 GD>G:>…[>G. = {e)， 
使 得 每 个 C,/G,,, 是 交换 群 . 这 一 猜想 对 有 限 单 群 分 类 问题 的 研究 起 了 重大 作用 . 50 多 
年 后 ,猜想 最 终 被 费 特 (W. Feit) 和 汤普森 (J.G. Thompson) 在 一 篇 长 达 255 页 的 论文 
中 所 证 明 . Burnside 的 另 一 重要 猜想 是 关于 群 B.., 的 .1994 年 , 柴 尔 曼 诺 夫 (E. I 
Zelmanov) 由 于 在 这 一 狂想 方面 的 工作 而 获得 菲 尔 兹 奖 . 

Burnside 1927 年 8 月 21 日 卒 于 西 威 克 姆 . 


问题 3. 11 
1. 试 证 :在 一 矩阵 群 中 ,有 关系 式 闪 一 (一 TD TD, 式 中 为 一 力 ] 7 
2. 试 证 :N = 入 与 N 一 人 十 1 的 两 卫 和 矩阵 群 同 构 ， 
3. 证 明 : 当 = 2n 时 ,满足 反对 易 关 系 {7,,7,) 二 26w7 (pwv 二 1,…,NN) 的 两 组 4d 


维 不 可 约 表示 {7,) 与 {7') 必 等 价 ,7', 二 六 ,XX( 其 中 为 d xX d 和 矩阵 ,det XX 关 0)[ 提 
示 : 证 明 其 特征 标 相同 . 注意 到 7, 矩阵 是 零 迹 、 厄 米 、 么 正 的 ,本 征 值 为 土 1, 且 成 对 出 
士 d， 7,= 土 JT， 
现 ,否则 不 会 零 迹 , 故 X(7',) 一 X07,) = 0, 7 学士 了 
4. 证 明 : 两 循环 群 C, = {EE,0,) 与 G: = (EE,0.} (其 中 0 与 0 为 绕 4 轴 与 v 轴 转动 
180",/ 轴 与 * 轴 同 在 一 个 平面 上 , 且 互 相 垂直 ) 的 直 积 群 为 G1,@G: = 二 G= {1,Ci,0,,0,} 
(其 中 为 绕 z 轴 的 旋转 x), 由 G; 与 C: 的 不 等 价 不 可 约 表示 构造 群 G 的 全 部 不 等 价 不 
可 约 表示 . 
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本 章 介 绍 群 的 对 称 性 在 晶体 物理 及 量子 力学 中 的 应 用 ,主要 涉及 有 限 群 论 ,同时 
还 比较 详细 地 介绍 对 称 群 与 点 群 . 虽然 这 些 内 容 限 于 对 称 群 的 初步 应 用 ,但 足以 证 实 ， 
群 的 对 称 性 在 自然 科学 与 工程 技术 中 有 无 限 光明 的 前 景 . 


$4.1 Wigner-Eckart 定理 


我 们 讨论 定 态 波 函数 按 对 称 群 分 类 
PD,(x) = DB,(gs'7) = Dor 


式 中 攻 个 本 征 函 数 {@B,(z)) Cp = 1,2,…… *,m) 对 应 同一 本 征 值 , 称 为 m 重 简 并 . {T(g,)} 
称 为 对 应 能 量 EE 的 表示 . (8B,(z)) 构成 希 尔 伯 特 空间 中 的 不 变 子 空间 . 选取 么 正 么 模 表 
示 作 为 所 有 等 价 表示 的 标准 形式 , 则 可 作 如 下 约 化 : 

T(go) 一 DT gEG 


X(g,) 一 Drm,), 


其 中 nly 1 5 yr (gg.). 
viée 
车 {T(g。)) 为 非 标 准 形式 ,可 按照 标准 的 线性 代数 方法 对 角 化 , 即 
{T'(g8e)} = X(T(g.))}X, 


这 相当 于 空间 基 矢 {$,(z)) 变换 到 { 更 "(z)) ,其 中 更 一 2 (Zz)X?, 符 号 i 表 
示 约 化 T(g,) = gS" "(gs ) 式 中 所 售 的 低 维 不 可 约 序号 , 则 表示 按 {7 '(g。)) 表示 


变换 的 子 函数 集合 {G0)， 
因此 ,车 已. 表示 元 素 对 应 的 变换 算 符 , 则 
PD) = 富生 9(z)TFOKCDJmV EECG 
相应 上 式 的 逆 变 换 是 
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D(z) = DP XN, 
这 里 , 殉 四 (zx) 称 为 属于 不 可 约 表示 {T“(g。)} 的 第 py 行 的 函数 . 
令 PJ 为 作用 在 任意 函数 B(xz) 上 ,并 可 以 把 属于 不 可 约 表示 {T”(g。)} 的 第 A 行 
函数 挑选 出 来 的 投影 算 子 . 令 


PP = DT gnP. 


Pxag 


事实 上 ， 
PoG,(z) = 六 9 (gw PV KN GD 
5 
FE 于 入 (TO (g) ww) 。 Dp) TN gw XK) 
pr KEG - 
= DY Cp 


此 式 右 边 表 示 的 确实 是 B,(x) 中 属 不 可 约 表示 {T%(g。)} 的 第 4 行 的 函数 成 分 . 由 
上 定义 式 , 即 
= DP? = 诗人 (g)P,, 


B ies 
Pg, = DY K") :一 Bo, 
其 中 {B23}Gi = 1， 全 0D) 属于 不 可 约 表示 {TCg。 )) 的 函数 组 . 容易 证 明 由 上 两 式 所 
定义 的 投影 算 符 满足 完备 性 、 正 交 性 ,等 等 性 . 
Wigner-Eckart 定理 么 正 线性 变换 群 P. 的 两 个 不 等 价 不 可 约 么 正 表示 的 函数 
( 行 矢量 ) 相互 正 交 ; 同一 不 可 约 么 正 表示 不 同行 的 函数 ( 行 矢 量 ) 正 交 , 而 同一 行 函数 
的 内 积 ( 即 模 ) 与 行 序号 无 关 . 
证 明 令 ( 上 ,下 标 意 义 同 上 ) 
人 = Ng 
(YV 8 € G), 
Pr) = DHT Ng ys 
以 及 内 积 (不 同 表 示 的 行 矢量 ) 
(BP ,VP) = XL 
则 由 更 所 二 >) Bz)X 名 ,可 得 


(BP, PV?) = BBY, VIITO (go), 
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= DXET (gy g. € G. 
由 内 积 的 性 质 得 
(DH, PV?) = (8 ,PPP) = (P7'GD ,VO) 
= Dre DP, PD) = DRET Dg) 
7 


也 就 是 说 ， 
MT CE) = Tg X,Y BE G. 
由 舒 尔 第 二 引 理 得 
pp 0 0 和 六 即 不 同 表示 )， 
MA C 一 1 常数 ). 


8 4.2 Wigner-Eckart 定理 的 应 用 


定义 4.2.1 若 能 级 已 对 应 的 表示 是 不 可 约 的 , 则 简 并 (mm > 1) 称 为 正则 简 并 ; 若 
对 应 可 约 表示 则 称 偶然 简 并 . 
设 系 统 的 哈密 顿 量 为 H 二 HH, 十 如 ,其 中 微 扰 HH, 与 H。 有 相同 对 称 性 , 即 
[PE 一 0， [PH]=0. 
设 {TW(g,。)} 为 确定 波 函数 更 PCz) 的 不 可 约 表示 ， 
PP(z) = DPDTO Lg),, Va.EG, 


且 
PL[HYH(z)] = HP.¥Yo (zx) 
= DH YY 2)IT Og 


对 于 正则 简 并 ,能 量 一 级 微 扰 矩 阵 元 
Es» = (¥?, HY) = OAE， 
其 中 
HV (zx) = EYH (rT), Hy H(z) 一 AEY(z). 
也 就 是 说 ,能 级 发 生平 移 ,但 未 分 裂 . 此 种 对 称 微 扰 不 会 消除 正则 简 并 . 
对 于 偶然 简 并 , 属 同一 不 可 约 表示 的 各 行 的 波 函 数 ,能 级 有 相同 移动 不 会 分 裂 . 但 
对 属于 两 个 不 等 价 不 可 约 表示 的 波 函 数 ,能 级 移动 不 相等 ,能 级 会 发 生 分 裂 , 简 并 会 部 
分 消除 ,直到 变 成 正则 简 并 . 一 般 有 
(Vo HY?) = 06,AE. 
例 4.2.1 二 面体 群 Ds 对 茉 分子 能 级 的 计算 中 的 简化 
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图 4.1 为 葵 (CsHs) 分 子 结构 图 ,其 中 每 个 碳 原子 的 4 个 价 电子 ,有 3 个 "电子 紧 紧 
束缚 在 碳 原子 上 ,其 波 函数 主要 分 布 在 碳 一 碳 与 碳 一 氢 的 主键 上 . 另 一 个 价 电子 即 * 
电子 绕 莱 环 转动 ,主要 垂直 于 环 平面 (图 4. 2). 


(a) 分 子 结构 (b) o 电子 波 函数 分 布 示意 图 


图 4.1 其 分 子 结构 图 
碳 Z = 6,K 光 层 (n = 1,1 = 0) 有 2 个 电子 ( 填 满 ),L 这 层 (n 一 2, 人 一 0 一 1) 有 8 个 电子 (4 个 空 着 ) 


图 4.2 葵 分 子 中 局 域 化 的 电子 


设 系统 的 哈密 顿 方程 为 HY 二 BY, 其 中 妞 = Hi 十 Hi,H, 一 各 (p, 与 mm 为 第 
i 个 电子 的 动量 和 质 ), 11 一 一 如 广 2 -| 表示 电子 与 碳 原 子 核 的 相互 作用 .采用 变 分 
法 解决 此 问题 


ep py 
其 中 更 (r) 表示 内 部 * 电 子 (p 波 ) 的 近似 波 函 数 ， 
更 Cr) = Yao —r), 
et 
ai 为 待定 函数 ,~ 表示 第 i 个 碳 原子 的 位 置 . 简 记 
$= Br — 7)(i= 1,26), 
解 本 征 值 方程 以 确定 {a;) ,i 一 1,2 …6( 令 B(r) = brcosbe ,6 为 常数 )， 


= 0. 
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a Qi 
as 1 

HD)| ,|=E| |G,j= 1,2,.,6), 
as a 


或 等 价 的 久 期 方程 det | Hi 一 E6,| = 0, 其 中 
H,= (&IH|GS,) = era HG,). 
注意 到 妃 在 二 面体 群 Di 下 具有 不 变性 , 令 a 二 C',( 转 动 2r/6),0 为 对 工 轴 的 反射 
操作 (图 4. 3), 则 有 a = 如 二 7( 恒 等 变换 ),aba = 4b. 


ly 
Ln Be 
p: 
2r/6_ 一 P 
0 * 人 | 全 
p: 
(a) 转动 a (b) 转动 b 


图 4.3 D, 二 面体 对 称 操作 


集合 Di = {1,a,a’,a’,a',as,b,ba,ba?,ba’ ,ba' ,ba’s), 
阶 g = 12, 有 6 个 类 (c = K = 6), (注意: 


@ = {1}m = le = {a’} ,ns = lyes 


@= {al,a ’},n, = 23es = (alsa )} ,ns = 2; 


{6,ba’ ,aib} ne = 3. 


I 


es 


6 
由 伯 恩 塞 德 定理 g = >)4 = 12, 有 
1 
==h=h=1/ = = 2. 
利用 Wigner-Eckart 定理 ,VY g。 € De,g;H = Hg., 有 
(BP IH IGP) = 066% (il Hili), 
其 中 @% 为 群 D 的 第 i 个 不 可 约 表示 {TP}) 的 相应 表示 空间 的 基 ,p 一 1,2,…,6， 
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即 
PDP 7) = DBP DT Cg) 
Bs? 亦 即 (i Hi) ,为 与 表示 i 和 j( 或 者 量子 数 i 和 让 无 关 的 约 化 矩阵 元 . 如 此 会 将 
久 期 方程 约 化 为 几 个 独立 小 块 ,而 每 小 块 又 相应 更 小 的 不 可 约 表示 矩阵 . 、 
换言之 , 苯 分 子 能 级 按 Ds 的 不 可 约 表示 分 类 ,每 个 表示 的 维 数 相应 于 能 级 的 简 并 
度 ( 不 计 偶然 简 并 ). 
先 寻 找 De 的 生成 元 “与 4 的 6 X 6 表示 矩阵 PCa) 与 (5), 再 将 它们 约 化 ,提出 较 
低 维 的 不 可 约 表示 分 量 . 
注意 图 4.4 中 工 轴 连 接 第 一 与 第 四 个 碳 原 于 ,与 前 图 不 
同 , 令 忆 . 与 P, 表示 生成 元 a 与 5 操作 (mj 为 固定 矢量 ). 
PB(r) = PBr—r) = 
Pr 一 站 ) = 8P(r — Pr)) = Br — Pi,) 
Pylr—r) =P,= PG®(r —r)= Br — ri)P,, 
其 中 利用 了 对 称 关系 
@(P.(r) = Br). 
对 于 近似 波 函 数 ®(r) = brcosGe “具有 更 高 的 轴 对 称 性 . 
PB,(r) = PB,(r — 1) = BP,(r — (7)) 
亦 即 已 与 已. 的 作用 使 得 
PD — BD,— DB — BD — DB ( 轮 换 )， 
PiD > DD > Dos Dy > Ds, DB, D,, 


由 
Ps, = DD BT,a) 
写成 矩阵 形式 
Pla Ths ee UTRY fo 
: : 可 
(DDDDDD)| | 
Tl … Pa) lo 


易 得 全 (a) 的 显示 表达 式 , 同 样 可 得 全 (5): 


“154 群 的 结构 与 对 称 性 


T(a)= iD) = 


Y 
现在 约 化 这 个 表示 , 为 此 必须 找到 不 可 约 表示 的 基 . 利用 群 D, 的 特征 标 ( 表 
4.1) CD, 群 为 异常 群 ,特征 标 均 为 实数 ) 和 约 化 公式 


和 
T(g) = SD mI"(g),Y gEG=D,,X(g.) = mt8) ,其 中 P(g.) 为 
Ea 


D, 的 第 i 个 不 可 约 表 示 ,m, = 丰产 ~ XX 为 群 元 类 序号 . 
表 4.1 群 D, 的 特征 标 表 


a es es a es es 
Pe m=1|m=1|m=2|m=2|m=3|m=3 
x 1 1 a 1 1 1 
x 1 1 ng =1 | -1 
xX 1 = 一 1 1 =+ 
2 1 zl mh 1 =1 了 
x 2 2 = | I 0 0 
x 2 i 1 =1 0 0 
= 


其 中 忆 ,,E,,Es 和 Es 为 本 征 值 ,具体 数值 应 由 数值 计算 . 
E <E,< E,<E. 
能 级 E,、Es 有 两 个 "电子 ,Es 和 Es 则 有 4 个 电子 . 芋 分 子 系统 基态 是 2T, 十 47 
态 ,激发 态 是 2 十 3 了 十 Ts 态 . 维 一 爱 定理 在 原子 核 核 谱 的 计算 、 量 子 力学 中 
K-G(Klein-Gordon) 系数 的 计算 中 还 有 广泛 的 应 用 . 


问题 4.2 


1. 完成 Ds 群 特征 标 表 的 具体 计算 . 
2. 证 明 由 更 名 一 3) GB,(z)X 式 定义 的 投影 算 符 具有 以 下 性 质 : 


PPPP 一 auPP PoPo 一 ,PO( 正 交 性 .等 备 性 )， 
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DP = >)P2 = 了 (单位 矩阵 ),( 完 备 性 ). 


$ 4.3 ”对 称 群 的 标准 表示 


这 一 节 我 们 研究 对 称 群 5, 的 群 结构 及 各 类 表示 ,正则 表示 是 有 限 群 的 忠实 表示 ， 
其 一 般 定 义 前 面 已 经 谈 到 ,本 节 主 要 讨论 对 称 群 的 正则 表示 . 


1. 正则 表示 


给 出 映射 ”、f:P 一 n xX nf(P) 矩阵 . 

矩阵 中 只 有 ?个 元 素 等 于 1, 其 余 均 为 0; 置 换 已 的 每 一 列 确定 尸 的 一 个 非 零 矩阵 元 
了 (P),; 其 中 的 第 一 行 数字 为 列 脚 标 志 第 二 行 数字 为 行 脚 标 i. 置换 对 象 的 一 种 排列 即 
视 为 行 矢量 . 

例 4.3.1 


0 
P=[ 2 3 4] -~ 7P)= 
4 1 3 2-o 


oo~oo 
oo~-o 


coosS 
ooor 


(a a of A) =(a a a da). 


cie = 


0 1 0 

0 0 0 

0 0 1 

1 0 0 

显 见 PP 与 /(P) 有 一 一 对 应 的 关系 ,效果 完全 相同 . 
2 


一 般 规 则 : 设 有 PP 一 | 
则 A(P) 的 矩阵 元 按 上 述 规则 ,有 
[fCP) J] = 06% 00 填 3.56o 十 … 十 56o(aB 一 1,2，v7). 
容易 验证 集合 {f(P,)|IY P, E G) 是 群 的 一 个 忠实 表示 , 常 称 其 为 正则 表示 . 正则 
表示 的 维 数 等 于 置换 群 5, 的 阶 n!( 即 S, 的 元 素 个 数 ). 
由 凯 莱 定 理 , 任 何 有 限 群 G 都 等 价 于 在 其 群 元 集合 上 的 置换 群 {P(g。)}, 其 中 


Ren 了 时 
Ce [ 8 2 8 下 
Bag! BaEz “Bang 


应 用 上 述 规则 ,可 得 到 正则 矩阵 的 集合 : (大 *(g.)} ,给 出 群 C 的 正则 表示 . 这 里 的 
定义 与 前 面 的 定义 是 完全 等 价 的 . 
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2. 维 数 定理 


由 于 整数 的 可 能 配 分 数 等 于 5, 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 数目 , 故 可 以 用 配 分 作为 
5, 不 可 约 表示 的 标记 . 尤其 用 Young 图 表示 配 分 极其 简易 直观 . 

所 谓 Young 图 ,就 是 对 整数 按 一 种 配 分 [条] = [44, 罗 ,… ,Xx], 将 个 方 格 按 如 下 
规则 排列 起 来 的 方 格 图 ,其 中 第 i 行 的 格子 数 为 A(1 三 i 过 K). 由 于 分 配 的 规定 ,X,, 过 
,因此 Young 图 的 下 一 行 格子 数 不 会 超过 上 面 各 行 的 格子 数 . 

例 4.3.2 配方 [421] 对 应 的 Young 图 [图 4.5(a)] 及 其 共 罗 Young 图 [图 


4.5(b)]. 
共 令 Young 图 
<—> 


(a) [4J=[421] (b) [=GB211 


图 4.5 

行列 互 换 的 Young 图 成 为 原 Young 图 的 共 罗 Young 图 ,其 配 分 成 为 共 配 配 分 ,可 
以 证 明 共 二 表 示 的 特征 标 有 关系 x" = X33。 xa] 

对 应 5S, 群 的 Young 图 ,用 1,2,…,n 这 nn 个 整数 填充 Young 图 ,使 每 一 行 的 数字 从 
左 到 右 不 减少 ,每 一 列 的 数字 从 上 到 下 不 减少 ,所 得 到 的 若干 填 满 数字 的 , 称 为 Young 
盘 . Young 盘 与 S, 的 不 可 约 表示 关系 密切 ,有 如 下 重要 的 维 数 定理 . 

维 数 定理 ”对称 群 5, 的 配 分 [4] 所 对 应 的 的 维 数 等 于 该 配 分 Young 图 可 以 填充 
的 Young 盘 的 个 数 . 

例 4.3.3 Ss(g 一 31==6) 共 3 个 共 思 类 (K = 3), 对 应 3 种 配 分 [3].[2 1] 和 [1 1 
1], 代 表 3 个 不 等 价 不 可 约 表示 , 记 为 Pa,Pco 和 Fo， 

由 佰 轧 塞 德 定理 有 :6 一 1 十 1: 十 2*. 其 Young 图 和 Young 盘 如 图 4.6 所 示 . 

可 以 证 明 , 对 应 配 分 [4] = [ah ,ja,…,] 的 Young 图 ,总 计 Young 盘 数 为 


f(S,:[2D) = mm = 
其 中 ,m = 不 十 天 一 忆 天 为 Young 图 实际 行 数 . 
3. 对 称 群 5, 的 标准 表示 
显然 S. 是 5, 的 子 群 , 依 此 类 推 ,得 到 置换 群 的 子 群 约 化 链 
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“CD H 叶 日 


By 


一 维 二 维 一 维 
Young 盘 [1 [| 2[ 3] Be 要 1 目 


不 可 约 表示 
一 维 (对 称 ) 二 维 (混合 对 称 ) 一 维 ( 反 对 称 ) 


图 4.6 
SS 
另 一 方面 ,对 于 5, 的 一 个 表示 4,, 从 4, 中 抽出 与 S, ,对 应 的 元 素 4，,, 则 4, ,也 
是 5,-, 的 元 素 ,我 们 也 可 以 得 到 表示 的 “ 子 表示 ” 链 ， 
A As HAs I I A I A 
它们 的 相应 表示 空间 亦 有 如 此 链 式 结构 . 但 对 于 群 来 说 ,4A,-， ,4,-:,… ,4,,A4, 等 不 一 
定 是 不 可 约 的 . 所谓 标准 表示 ,就 是 通过 基底 变换 ,使 4, 都 是 完全 约 化 的 形式 ,或 4,_，， 
44,-，，,…，,As,41 均 成 为 相应 子 群 的 不 可 约 表示 . 
Y Pi € 5,, 设 将 P 约 化 为 一 系列 对 换 乘 积 ,再 利用 恒等式 : 
(abwde**h) = (abd) (de**h), (ab) = (ca) (cb) (ca), 
总 可 以 把 置换 的 乘积 改写 为 相 邻 对 象 的 对 换算 符 P_1..(k = 2,3,…,n) 的 乘积 . 只 要 能 
给 出 P,-1.4 的 表示 和 矩阵 ,就 可 以 用 矩阵 相 乘 ,得 到 任何 置换 的 表示 . {P,,.,) 是 5, 群 的 生 
成 元 . 令 (D 民 wk 三 2,3,…,n} 标记 对 应 配 分 [MA] 的 不 可 约 表示 的 相 邻 对 换算 子 的 标准 
表示 和 矩阵 ( 共 n 一 1 个 ). 其 矩阵 元 CT D。 生 《Li]r|P-s1C]s》, 其 中 > 和 #* 为 
[4JYoung 图 中 不 同 Young 盘 的 标记 . 对 于 ~ 和 * 标记 的 Young 盘 , 矩 阵 元 (U 包 ,由 
下 式 确定 : 
(Ti4)» = (Ar |Pssa | [2],) 
对 角 元 


= [psa (LA 


(TR) = [1 =— Coria LA)) TY, 
Cri 当 上 与 一 1 互 换 时 ， 
rz9 非 内 信守 Young 盘 7 与 s 亦 互 换 ， 


0， 其 他 ， 
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其 中 pi-1.s《[24Jr) 为 r 所 标记 的 Young 盘 中 与 上 一 1 的 轴 距 离 , 其 定义 : 
Peia([AJr) = col(k) — col(k 一 1) ~— [row(k) — row(k — 1)]. 
符号 col(k) 和 row(k) 分 别 表示 数字 人 所 在 的 列 与 行 的 序数 ,矩阵 内 ,是 实 正 交 


例 4.3.4 求 3 次 对 称 群 的 标准 表示 . 
表示 FPC] 对 应 一 个 Young 盘 ( 见 例 4. 3. 3) , 系 一 维 表示 
pv = col(2) 一 col(1) 一 [row(2) — row(1)]=2—1—[1—1]=1,p»=1, 
相应 相 邻 对 换算 符 表 示 为 1. 其 他 所 有 置换 的 表示 当然 也 为 1. 表示 Fo 对 应 1 个 
Young 盘 , 系 一 维 表示 ,有 ps = pu 二 一 1, 即 下 后 = Ta = 一 1. 其 他 的 如 
TB = TO x TED = (~ 1) = 一 1， 
4ST = TD = (一 D3 (一 1 一 1 
即 奇 置换 为 一 1, 偶 置换 为 1. 
表示 TT" 对 应 两 个 Young 盘 , 记 为 1 和 2(r= 1,2), 系 二 维 表示 . 对 于 Young 盘 1， 
当 数字 le**2 时 ,TE 的 


非 对 角 元 素 为 0 ， 
1 i 


对 角 元 素 
(TED 一 《[21]11P:z|[21]1)5 = pi ([21]1) = 
(THD) = ([21]21Pi.s E21]2) = pa([21]2) =—1,. 


- 妇 
ee 有 
(TSD)i 一 《[21]11P:.:|[21]2》 = (1 一 《psa([21]2)-27202 


= -= YE = Uns 


至 于 对 角 元 (Ty 一 《〈[21]11P:.:|[21]1)》 = po([21]1) 一 一 一 1/2， 


(Ds = pa([21J2)7! 一 去 ， 
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即 rm 二 [到 wa 
V3 一 1 


其 余 表示 矩阵 可 以 同样 得 到 , 见 表 4. 2. 
表 4.2 5; 群 的 标准 表示 


表示 3] CD Coa] 
群 完 rm rm nm 
| 
E 1 | ) 和 
0 1 
训 一 1 3 
(123) 1 二 1 
~— V3 一 1 
1|=1 3 
(23) 1 -1 
Ws 
v1 =/ 
(13) 1 去 | 
— V3 1 
1[ -1 v3 
(132) . YY +1 
~ V3 一 1 
i 
《12) 1 | | 二 了 
0 一 1 
问题 4.3 


1. 对 称 群 5, 中 任 一 元 素 分 解 为 对 换 乘 积 时 ,对 换 总 数 的 奇偶 性 不 变 . 
[提示 :构造 范 德 蒙 (Vandermonde) 行列 式 . 
i 


za 
Dena 二 
> 
Ht a i 


在 任何 对 换 作用 下 ,D(z ,zx,,… zi) 改变 符号 .Y 8 E 5S,， 且 8 分解 成 个 对 换 ， 
则 gD = (一 1)4D, 因 子 ( 一 1)* 与 分 解 的 方式 无 关 . ] 
2. 设 Was E Sa 二 1 ni 二 1,…) 四 取 1,2…sns 车 有 


TELor = a) a? a) (Ca 人 aas 
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则 
gz Kgs = Cb) bY ,bE ) se (68 ,be oo bE) 
其 中 500 二 1,j3J 三 1,… sn) 取 1,2…,n, 亦 称 共 固 变换 不 改变 结构 (1%2%…n")， 
5, 群 共 郝 类 可 以 用 配 分 == a 十 2as 十 … 十 na, 表征 . 
[提示 : (让 == 011) 一 G), 故 G 站 Gayasy* a) (i) 二 (ajals"， 
a',) ,轮换 长 度 不 变 . 此 外 ,VY g。E 5,, 总 可 以 分 解 为 
Ba = (bb) bab 2) (bo 
B= Bi0 ad eA) bd 
故 gi 《asa2r** san)g。 二 《aiisa'2，,… ,a'4) ,如 此 等 等 . ] 
3. 试 证 明 由 [f(Pi)]w 二 66 十 6o6w 十 … 十 6%,*6w 式 给 出 的 矩阵 集合 
{f(P,)}), 是 群 5, 的 一 个 忠实 表示 . 
[提示 ; [fCP)f(P)]w = DPD LL PY 一 D6 py 十 …… 十 gb) ， 


(Gra "+ O64) 一 6 i “十 .bsp 一 [7CP,PD]w, 其 中 用 到 
人 
| 和 1 ,hs 总 2 和 入 
ky ks 2 
a a 
i 才 


4. 对 于 5, 中 配 分 [2] 二 [31], 画 出 相应 的 Young 图 和 Young 盘 , 指 出 对 应 不 可 约 
表示 的 维 数 ,并 给 出 相应 的 标准 表示 TR. 


§ 4.4 ”对 称 群 表示 的 约 化 


对 称 群 的 可 约 表示 ,当然 可 以 用 标准 的 特征 标 方法 进行 约 化 . 找到 标准 表示 ,意味 
着 找到 了 对 称 群 5, 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 ,但 是 对 于 对 称 群 的 表示 的 约 化 却 有 特别 
简易 可 行 的 特殊 办 法 . 本 节 主 要 讨论 对 称 群 表示 的 约 化 问题 . 


1. 对 称 群 5, 的 分 支 律 


对 称 群 5, 的 不 可 约 表示 ,一 般 说 来 ,对 于 S。(m 二 n) 群 是 可 约 表示 . 我 们 希望 了 
解 ,在 对 称 群 5, 的 不 可 约 表 示 {T") 中 包含 对 称 群 S。 的 哪些 不 可 约 表示 . 为 此 只 需 研 
究 包含 5,- 群 的 不 可 约 表示 就 可 以 了 . 然后 采取 逐步 递 推 的 办 法 ,来 解决 问题 . 

将 对 应 对 称 群 5, 不 可 约 表示 {T5} 的 个 格子 构成 的 Young 图 ,以 不 破坏 Young 
图 规则 为 原则 , 用 各 种 可 能 的 方式 去 掉 1 个 小 方 格 , 所 得 到 的 (n 一 1) 个 方 格 构成 的 
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Young 图 ,对 应 着 在 {T 外 ) 中 所 包含 的 所 有 对 称 群 S$, 可 约 表示 {TF1} …, 这 就 是 所 谓 
的 分 支 律 ,可 表述 为 : 
TH] 一 TE 
B42 
例 4.4.1 将 5s 的 不 可 约 表示 {T8*") 约 化 为 5, 的 不 可 约 表示 {TT 站}， 
配 分 [22100] [2200] [2110] 


1 1 1 
Young 图 
中 - y 
Taoo = Th] 四 下 Po. 

例 4.4.2 T3300] = Tf TTPO rE. 

5S， 群 不 可 约 的 两 个 表示 的 直 积 称 为 内 积 ,也 是 S, 的 一 个 表示. 其 约 化 用 Young 图 很 方便 . 
例 4. 4.3 SU(3) 群 中 的 内 积 . 


若 用 1 个 方 格 代表 SU(3) 的 一 个 基础 表示 的 基 矢 ,数字 1,2,3… 有 五 种 填充 方法 
(Young 盘 ), 故 基础 表示 维 数 为 3. 两 夸克 态 可 表示 为 


口 ® | EE 国 | | ® (对 称 ) 
(反对 称 ) 
其 中 ] 用 1,2,3 填充 可 得 6 个 Young 盘 (6 维 表示 ), 置 二 格 图 则 对 应 3 个 
Young 盘 (3 维 表示 ). 
如 果 3 个 夸克 构成 重子 , 则 用 Young 图 表示 为 


je leD -HHe HD 


此 时 注意 ,有 补充 规则 , 凡 三 格 一 列 应 删 去 , 则 右边 第 一 图 对 应 8 个 Young 盘 , 即 相 
应 8 维 表示 : 
112] 1]3] 113] 
3 2 3 


即 是 夸克 模型 中 重子 八重 态 (* 八 正道 ”一 词 亦 由 此 而 来 ). 右边 第 二 图 ,对 应 1 个 Young 
盘 , 是 全 对 称 单 态 - 
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可 见 , 求 内 积 实质 上 也 是 利用 分 支 律 ,不 过 是 反 过 来 应 用 罢了 . 
2.5, 与 S。 群 表示 的 外 直 积 


所 谓 外 直 积 就 是 5, 的 不 可 约 表示 T5 与 S。 的 不 可 约 表示 78? 的 直 积 .我 们 的 目的 
在 于 探求 外 直 积 中 包含 S+w 群 的 那些 不 可 约 表示 . 这 就 是 外 直 积 的 约 化 问题 . 

将 [J 对 应 个 方 格 构 成 的 Young 图 ,按照 所 谓 Littlewood-Richardson 规则 ,加 在 
[A] 对 应 的 mm 个 方 格 构成 的 Young 图 上 ,形成 n 十 m 个 方 格 的 Young 图 ,对 应 于 所 寻 
找 的 S,+w 群 的 不 可 约 表示 . 

里 氏 规则 是 : 

(1) 在 [/] 对 应 的 Young 图 第 一 行 方 格 中 标记 字母 a, 在 第 二 行 标记 8, 依 此 类 推 . 

(2) 在 [4] 所 对 应 的 Young 图 上 ,用 构成 Young 图 的 标准 方法 ,加 上 带 “ 字母 的 方 
格 (p 个 ). 添加 附加 条 件 有 :在 同一 列 不 允许 有 两 个 带 a 的 方 格 出 现 . 

(3) 用 (2) 所 叙述 方法 ,再 在 [ij]Young 图 上 添加 带 有 的 格子 (有 ys 个 ). 但 注意 从 右 
上 和 角 开 始 ,从 上 到 下 逐 行 从 右 到 左 阅读 ,在 任何 时 候 , 保 证 8 格子 所 出 现 的 次 数 不 超 过 a 
格子 出 现 的 次 数 . 

(4) 用 同样 方法 添加 带 7 的 格子 ,如 此 类 推 . 

例 4.4.4 用 里 氏 规则 计算 FE 四 FTP. 


人 
国 国 四 记 3 
ss 

Te of 本 。 二 


Zhe 
® a 


a 且 陆 本 
PP am 区 加 late 


网 | Te B 
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STEI@ TYE = TI OT OTEN OTE OT OT OT DT". 

例 4.4.5 SU(n) 群 约 化 为 SU(n 一 1) 的 规则 . 

从 表示 的 对 应 的 标准 Young 图 中 用 一 切 不 破坏 Young 图 规则 的 办 法 在 格子 上 标 
记 ”然后 去 掉 带 半 的 方 格 , 余 下 的 Young 图 对 应 SU (= 一 1) 的 不 可 约 表示 . 例如 ， 


He 
-He He SE 
当 n 二 4 的 维 数 依次 为 20206 维 、10 和 4 维 . 

例 4.4.6 SU(n) 群 的 维度 公式 . 


SU (n) 群 的 = 一 1 基础 表示 用 一 1 个 单列 Young 图 表示 ,每 行 格子 数 为 i(i = 1， 
2,on 一 1), 用 一 1 个 整数 表征 ,如 SU(4)， 


加 一 (001) 与 (100) 为 共 思 图 ， 均 为 4 维 ， 

彼此 不 等 价 ， 在 一 般 情况 下 ， 如 果 
用 pji( 三 1…,n ) 表示 每 行 的 格子 数 ， 
则 p24 pi CE 


(100) (010) (001) 

一 般 有 递 推 公式 ,SU (n 一 1) 群 的 维 数 

Noti = (pi prs s ps) 

= Dp 十 pa 十) 十 十 (pi 十 pr 十 ps 十 贡 ) 
* (pet 1)(ps ps 二 2)°(pzs 二 十 Pp 十 一 1):(p 十 1)， 

或 
BR he LE 
特别 地 ,对 于 SU(2) 有 

N(p)=p+1, 
对 于 SU(3) 和 SU(4) 有 


Napips) = 吉 Cpi + Dp + p+ 2) (ps + 1), 
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Napipips) = i517 Cpr + Dp + pst 2)« (pit pst pst 3) 
" (pst 1D) (ps ps tt 2)(ps + 1). 
对 于 SU(n) 第 一 个 与 第 二 个 基础 表示 的 直 积 


口罩- 


(1 OO 1 0-)=G 10)+(0 0 1 0-0)， 
右边 第 一 个 Young 图 ,(1 1 0 一 户 = 加 ,一 1, 余 则 为 0, 因 此 N,( 一 1， 


0,%%,0,pr-i 三 1) 一 到 ;第 二 个 Young 图 ,N.(0,…,p,; 二 1,0) = 1 或 表 为 数码 字 ， 
@OO= 吧 一 1) 田 0. 
对 于 SU(3)， 
OV=O00. 
问题 4.4 


1. 用 5, 群 的 表示 TE" 将 5;@ S 的 不 可 约 表 示 约 化 ,并 检验 表示 维 数 . 

2. 写 出 表示 FS 的 相应 Young 图 以 及 所 有 允许 的 Young 盘 ; 求 各 共 轰 类 的 特征 量 
以 及 此 不 可 约 表示 的 标准 基 . 

3. 利用 5, 特征 标 表 将 了 @ TFT QT @ 793 进行 直 积分 解 . 

4. 求 5S; 的 T9D@ TY @® TI 

5. 给 出 SU(6) 群 下 述 Young 图 的 {p1,p.,ps,p4sps} 表示 ,并 计算 其 相应 维度 . 


(a) (b) (©) 
Young 图 (a)、(b)、(e) 在 SU(3) 群 和 SU(2) 群 相应 表示 的 维度 是 多 少 . 
6. 试 根据 表示 的 对 称 性 ,分 析 并 指出 上 题 各 Young 图 对 应 的 SU(6) 多 重 态 , 即 表 
示 维 度 ) 所 包含 的 SU(3) 和 SU(2) 多 重 态 . 


7. 在 SU(6) 中 , 作 直 积 表示 Te 1 @ TPR , 写 出 相应 Young 图 算式 . 
8. 在 SU(6) 群 中 ,下 列 Young 图 分 别 表示 SU(6) 群 的 多 少 重 态 ? 
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时 由 EE 


§ 4.5 Young 对 称 子 及 应 用 


对 称 群 5, 的 基 矢 当然 也 可 以 用 一 般 有 限 群 中 构造 基 矢 的 方法 求 得 ,但 实际 上 用 所 
谓 的 Young 对 称 子 的 办 法 却 更 有 效 、 更 方便 . 同样 的 方法 ,可 以 推广 到 SU(n)、Oln)、 
SO(n) 等 经 典 群 中 。 在 物理 学 中 , 可 用 同样 的 方法 解决 多 粒子 体系 波 函 数 的 对 称 化 
问题 . 

设 用 思 表 示 只 改变 列 , 而 不 改变 行 的 置换 ;反之 ,q 则 表示 只 改变 行 , 而 不 改变 列 的 


112 


置换 , 令 Y p: € 5,,Y 9 E 5,, 则 集合 | a 


a[f] = 局 [万 = D6 


其 中 , 当 g, 为 偶 置换 时 ,6, = 1; 当 gq 为 奇 置 换 时 ,6) 二 一 1,/; 表 示 第 i 行 格子 数 . 分 别 构 
成 群 空间 中 的 子 代数 . 
例 4.5.1 Sifi=fi=2,f;= f=0. 
{pi} :E,(1,2),(63,4), (1,2),(3,4). 


和 了 国 阿 攻 
(1,2) ,C3,4) = 上 
其 中 如 四 国 因 由 


{qi}:E,(1,3),(2,4),(1,3),(2,4). 


1|2 3|4 
(1,3),(2,4) = 
其 中 如 (1,3)，( 加 而 划 | 癌 


a[f] = E+ (1,2) 十 (3,4) + (1,2)(3,4), 
bf] =E— (1,3) — (2,4) + (1,3)(2,4). 
显然 ,对 于 此 图 ,a 与 6 分 别 为 对 称 算 符 与 反对 称 算 符 . 

容易 验证 
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1|2| {1 
kl Eel 
问 襄 1[2 
dra lal 
定义 4.5.1 Young 对 称 子 亦 称 Young 算 符 , 表 达 式 : 
c[ 门 = Dogp;. 


对 于 例 4. 5. 1, 此 式 右 边 有 19 项 ， 
[f=Et(2) + (630 十 (1,2)(3,4) 一 (1,3) 一 (2,4) + (1,3)(2,4) 
一 (1,3) 一 (2,4) 十 (1,3)(2,4) 一 (143)(1,2) 
一 013)(3,4) — (1,3)(1,2)(3,4) — (2,4)(1,2) — (2,4)(3,4) 
一 (2,4)(1,2)(3,4) + (1,3)(2,4) (1,2) 
十 《1,3)(2,4)(3;4) + (1,3)(2,4) (1,2)(3,4). 
根据 Young 对 称 子 ,可 以 定义 5, 群 的 不 可 约 表示 空间 的 投影 算 符 (或 原始 等 宕 


元 ); 


Pn = Afetn, 
其 中 d[ 门 为 相应 Young 图 维 数 , 它 具 有 下 列 性 质 ; 
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(DP * Pn = Pin. 


(2) 原始 性 : 
车 Pin = Pol 十 Pa, 且 ProPol = Po， 
PPo 一 PayPoPro = Pr 

则 Pr = 0 或 Pr = 0. 

每 一 个 Young 图 [ 门 ,对 应 一 个 原始 等 寡 元 . 所 有 Young 图 对 应 的 原始 等 宕 元 彼此 
相互 独立 ,构成 一 组 完备 的 集合 . 

例 4. 5.2 对 称 群 5; 的 Young 对 称 子 与 原始 等 筹 元 . 

Young 对 称 子 :c[f] = c[210] = 他 9 


其 中 a[210] = E 十 (1,2)， 2[210] 一 更 一 13). 


c[210] = ps =7T+ (01,2) 一 (1,3) — (1,3)(1,2) 


PP 
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一 了 十 (1,2) 一 1337 一 (1,2;3% 
原始 等 寡 元 


雪人 cra10] = Fx ict210] = ct2101. 
为 了 构造 相应 的 么 正 表示 , 令 
Dn = ,1)6.(2)6,(3) 
为 粒子 1.2、3 三 个 波 函 数 的 乘积 ,py,y,4 二 1,2,3, 它 们 是 三 阶 张 量 . 易 得 
<c[210]@ = [€,01)€,(2) + €,(1)€,(2)]é(3) 
一 [名 (1D)5 (02)6(3) + &(1)6€,02)€,.03)] 
一 Dont Dn — Dn — Dyn = Wom 


Pr = 


ply 
Ee 
即 对 脚 标 uv 是 对 称 化 的 ,对 “与 4 是 反对 称 的 , 亦 即 

(DY = Wms 

2) + Vom Wan = 0 

(消除 全 对 称 部 分 | x | v | 4 | 的 条 件 , 即 单 态 ). 由 于 


形式 上 记 为 


ey 
(0), = (1,2) =| |， 
bE 


即 
(1,2)€n = 更 my 
1,3)W,n =— YW, 一 
(1,3) 到 mw pm Faao=| i 
(1,3) Bm = én 一 Wm yo 

其 中 三 Bw 十 Bi 一 Dy 一 Bw， 

a -| 1 - 
(2,3)€, 一 一 Em = 


5S, 的 正 交 基 矢 及 么 正 表示 . 
继续 讨论 例 4. 5. 1, 现 将 表示 乏 正 化 ,就 是 找到 在 5; 变换 下 使 二 次 型 
f (YE) = aay’ + BYE 十 和 
保持 不 变 的 表示 . 
由 于 (152)f(V,6) = f(Y,O) (0 ,DY = 8, 
即 
YY’ + PVE + a 一 oz 十 BYE + 78:=>a =7. 
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也 由 于 (1,3) = 一 ,01,3)f(,§) = 大 (到 ,5 ， 即 
az + BP(— WV)(E— WV)+7E — V): = a + BYE + 7a+ B=0, 
即 帮 更 ,5 一 a 十 a 十 a 二 a(W? 一 WWé 十 全 ), 在 5, 置换 下 保持 不 变 .注意 到 ， 


2 + 名 一 下 一 六 ( 一 :十 Ev += (GHD: + (GP:, 


其 中 单位 矢量 i * j= 0,8" = Vi 一 外 与 @2 = Vi 十 全 为 正 交 矢量 . 
由 于 


(1,2)00 = GB tay Ee 
(1,2)8® 一 一 B® ~ Sl = 


(1,3)60 = om _ V3g i 
2 2 2 2 2 
(1,3) = 、 
‘3G lo 9 
CGN 5 
(2,3)00 = 工 oo 十 V3ge > 
2 2 We 
(2,3) = a 
mo 3g lo Cd We 业 
(2,3)94 = 2 $+ 二 多 2 2 
这 正好 是 我 们 早先 求 得 的 5; 的 标准 表示 . 


为 方便 以 后 应 用 ,我 们 再 介绍 Young 对 称 子 的 一 般 性 质 与 原始 等 军 元 的 正 交 化 一 
般 方法 
Young 对 称 子 可 以 视 为 对 称 群 代 数 中 的 矢量 ,一 般 可 表 为 
ef]= 3) F(g)g, = Boap, 


VaES, 
其 中 系数 请 (g。) = 0, 士 1, 当 组 合 置换 不 能 表 为 gjp; 形式 时 ,P(g。) = 0. 其 实 F(g,) 即 
其 
根据 { 户 } 与 {9)} 的 定义 ,显然 有 
pa[lf] = alf]p = a[lf]. 
注意 a[ 门 并 不 属于 5,, 它 等 价 于 先 取 Young 图 [/ 中 每 行 的 所 有 置换 变换 加 起 
来 ,然后 再 将 这 些 和 式 相 加 (横向 置换 ): 


a[ 万 = Dp= DIL = I Be), 
其 中 表示 Young 图 中 第 i 行 数字 间 的 任意 置换 p 二 [] p;, 即 各 行 户 的 乘积 . 同样 ， 
bf] = 36 = DT,a) = I 56, :a0. 
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又 有 
[Lf] = b[L /Jq-= 5Q. 
这 样 就 得 到 Young 对 称 子 的 重要 性 质 : 
[f= pe[lf] = pce[ 门 =5pc[ 门 9， 
进而 可 得 组 合 系数 
F(g,) = F(pg,) = 6,F(g,q) = 6,F (pq), 
尤其 是 若 c[ 门 中 包含 的 置换 pg, 有 
1=F(E) = F(p) =6,F(g) = 6,F (pq), 
一 般 说 来 ,一 个 Young 图 如 果 可 以 对 应 万 个 Young 盘 , 则 亦 对 应 个 正则 Young 
对 称 子 c 仿 ,它们 可 将 由 S. 所 负载 的 ”个 函数 基 . 
VPi€E SA,2.0 sn) = pAAls2 nn) (i= 1,2,.,f), 


2 = nl. 
其 中 的 /个 函数 按 标准 Young 盘 的 混合 对 称 化 : 
coLf p20 一 更 (1 2 =12,.,f), 

个 函数 { 炎 ,} 将 构成 5, 的 一 个 不 变 子 空间 ,负载 5, 的 不 可 约 表 示 [ 门 . 与 标准 基 
比较 ,有 寻找 方便 的 优点 . 对 于 每 一 个 不 可 约 表示 ,对 应 一 个 Young 图 ,只 要 找到 所 有 
Young 图 ,就 可 利用 Young 对 称 子 得 到 Young 氏 基 , 但 缺点 是 非 么 正 的 ,而 标准 基 却 是 
么 正 的 . 

利用 Young 对 称 子 ,构造 正 交 的 原始 等 宕 元 就 是 为 了 解决 Young 氏 基 的 上 述 缺 
点 . 态 个 互相 正 交 的 原始 等 寡 元 “ci = 1,2,…,/) 是 

eej = ie (一 1, 2 三 )， 
其 中 6 二 cy. 可 以 证 明 y" 定义 如 下 : 
的 


PE > ji yfi=E, ifi, 


1 


相应 构造 的 {e} 满足 正 交 条 件 , 其 中 第 二 项 是 下 列 形式 之 和 : 
(— DD"papupa“ri <hk<l<t<, 

mm 为 所 包含 的 p 因子 个 数 . 

所 谓 Young 对 称 子 的 正 交 性 系 指 C' *C 二 0. 
其 中 并 不 具备 相互 性 , 即 上 式 并 不 表明 C'*C = 0. 在 讨论 正 交 性 时 ,定义 Young 对 称 子 
大 小 是 重要 的 . 若 两 Young 图 对 应 的 配 分 为 [f,,f,,…] 与 [7, 广 ,…] ,逐步 考察 (了 1， 
一 了) ,其 中 第 一 个 不 为 零 的 差 是 正 的 , 则 [让 对 应 Young 图 大 于 [ 刀 ]Young 图 . 反之 ， 
Young 图 [站 小 于 Young 图 [ 广 ]. 对 于 同属 一 个 Young 图 的 诸 Young 盘 ,将 第 二 行 数字 
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放 在 第 一 行 的 右边 ,第 三 行 数字 又 放 在 第 二 行 的 右边 , 则 应 有 N 个 数字 . 对 应 N 个 数字 
较 大 者 , 称 为 较 大 的 Young 盘 . 若 Young 图 C 大 于 Young 图 C' ,或 Young 盘 C 大 于 
Young 盘 C', 则 有 
C'…C= 0. 
例 4.5.3 Young 图 [3,2,0] 对 应 5 个 Young 盘 , 按 标号 小 者 较 小 的 规则 编号 ,应 


为 
于 
co Hz2|3， cm = 2, co 昌 |215， 
4|5 3|5 3|5 
SN EY ED ES pep EE 
2|4 2|4 
显然 ， 
Ce .Co = Co .ce = Cn.CH= CH.C% = 0. 
但 是 ， 
CW 。C' 取 0( 正 交 性 不 要 求 C' Ce = 0, 等 ). 
由 于 六 一 巨 一 Rsysy = (i 二 2,3,4,5), 但 Ris 是 将 CW 变 为 CW 的 置换 
9 有 
Ai=[ ]= (2453 = [labds5)1G30， 
5 
即 %% 三 上 一 (24)(35), 注 意 (34) 为 C 中 纵向 置换 而 在 CW 的 横向 置换 中 没有 者 . 
故 得 相应 的 正 交 等 宕 元 为 
A 
Te 


外 一 盐 CO[ 门 [E 一 (2,4)(3,5)]， 


Po 一 盐 c%[ 契 (i = 2,3,4,5). 
正 交 等 寡 元 构成 群 空间 的 完备 集合 
5 一 如 DP 扩 一 击 加 dW Dc. 
5, 群 有 2 个 一 维 表示 ,一 个 是 用 一 列 Young 图 表示 [n] 的 全 对 称 表示 ( 便 等 表示 )， 
另 一 个 是 用 分 Young 图 表示 的 [1"] 的 全 反对 称 表示 , 设 f(1,2,…,n) 为 nn 个 对 象 ( 粒 


子 ) 的 函数 , 则 全 对 称 函 数 
es PS 


ES 
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全 反对 称 函 数 
y= Af= 3) (~ 17P.f(,2, 0)s 


Px 


其 中 ,pp 为 置换 P。 相应 的 对 换 的 次 数 ,在 Young 盘 计算 ,尤其 是 SU (n) 等 计算 中 ,常常 
略 而 不 计 . 更 一 般 地 ,有 福 克 条 件 . 表明 由 于 对 称 或 反对 称 化 造成 的 同一 Young 图 的 各 
Young 盘 之 间 的 关联 . 设 Young 对 称 子 c[ 门 中 ,其 第 7 行 与 z 行 各 万 格 和 态 格 , 且 万 三 
开 , 现 在 第 j 行 w 列 和 第 i 行 v 列 填 上 数字 4a. 与 b, 则 有 


万 
[E+ Dab) [Lf] = 0, 


“1 


此 式 实际 上 表明 ,在 c[ 思 中 ,将 名 与 所 有 a。. 全 对 称 化 会 得 到 零 的 结果 . 设 Young 盘 
<[ 门 中 第 i 行 和 站 列 各 有 i 与; 格 ,ri 之 ro, 在 4 行 i 列 与 0 行列 填 和 人 数字 c, 与 <。， 
则 有 

eIE — Daad)l= 0. 


此 式 反映 ,在 c[ 门 中 将 c, 与 所 有 d, 反对 称 化 会 得 到 零 . 
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四 | 己 


十 <c ( 代 人 上 式 ). 


作为 对 称 群 的 约 化 .Young 氏 基 、 标 准 基 的 综合 训练 ,再 举 一 例 . 
例 4.5.5 Ss 群 的 表示 [3,2,1] 按 S;@@5; 群 的 不 可 约 表示 约 化 . 按 里 氏 规则 ,从 相 


量 “ 癌 ， 
.ne 
ee 


16 一 1X2 十 2XT 十 262X 殷 十 2XTTT3X 人 和 


问题 4. 5 


1. 在 例 4. 5. 1 中 的 对 称 化 条 件 ,a 二 yw 与 全 反对 称 条 件 
Poni + pan + pam = 0 
可 以 用 Young 对 称 子 表示 吗 ? 它 与 福 克 条 件 有 何 关系 ? 
2. 如 果 重新 定义 Young 对 称 子 为 [四 = a[ 门 . 红 门 ,并 令 
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1 
go = (bw — po) » 
Po er 2 


则 有 反对 称 条 件 
(DY 一 一 pas pn 十 Won + Pw 一 0. 


后 一 条 件 保 证 全 反对 称 组 合 | v | 被 易 去 .试用 c[ 门 解 例 4. 5. 1. 


>[< 人 


3. 求 5, 的 Young 不 可 约 表示 [2,12] 的 Young 氏 基 和 不 可 约 表示 距 阵 ， 
提示 :有 3 个 Young 盘 , 相 应 Young 对 称 子 ， 
cm[2,19] 一 [ 尼 一 (1,3) 一 (1,4) 一 (3,4) 十 (134) 十 (143)][ 尼 十 (1,2)]; 
ceo[2,19] 一 [ 尼 一 (1,2) 一 (1,4) 一 (2,4) 十 (124) 十 (142)][ 尼 十 (1,3)]; 
ev[2,1:]=[E— (1,2)— (1,3)— (2,3)+ (123)+ (132)][E+ (1,4)]. 
3 个 Young 氏 基 为 办 = 二 cm[2,1?]pg(1,2,3,4) ;gs 二 c 中 [2,1:]p(1,2,3,4) 3 二 ce 
[2,15]8(1,2,3,4). 由 于 (1,2) 册 一 少 一 内,(1,2) 沙 一 一 央 十 山 ,(1,2) 凡 一 一 央 , 故 


1 0 0 
TE,D=|—1 -1 of 


-1 0 —1 
-1 —1 0 
I | 0 1 | 
0 一 1 一 1 
= 0 过 
TA)=| 0 一 1 下 
0 0 和 


(132) = (12)(13),(1432) = (12)(13)(14),(14)(23) 一 (14)(132)(2) ,等 等 . 
4. 利用 Young 图 作 外 积分 解 : 

G) 团 @ 回 ， 
(2)[2,1] ® [i]. 
5. 证 明 : 
(VIL2,1] = [2]Q@ [1 © [3]; 
WLAIYL2,1] = [1 ® {2 ® [1 LJ}; 
WA YL, = [/® {3 ® [1 LJ}, 
此 处 加 表示 剔 去 某 Young 图 . 
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6. 完成 外 积分 解 : 


® 


并 写 出 相应 的 维 数 等 式 ,并 将 最 后 结果 所 代表 的 不 可 约 表示 用 标准 基 和 Young 氏 基 表 
示 之 . 


分 子 对 称 群 


我 们 首先 介绍 分 子 对 称 群 ,再 系统 地 研究 空间 对 称 操作 和 晶体 的 对 称 性 ,讨论 点 群 
的 一 般 特征 与 分 类 . 首先 直观 地 描述 空间 对 称 性 . 如 果 在 有 限 几 何 形体 的 所 有 对 称 操作 
中 ,至 少 有 一 点 不 动 , 则 相应 的 对 称 操作 构成 的 群 称 为 点 群 . 

在 研究 空间 对 称 操作 时 ,以 不 动 点 为 坐标 原点 ,建立 坐标 系 . 所 有 保持 空间 任 一 点 
矢 径 的 长 度 不 变 的 对 称 变换 集合 构成 三 维 实 正 交 群 0(3) ,点 群 实质 上 是 其 子 群 . 


8$5.1 简单 的 分 子 对 称 群 


分 子 对 称 群 就 是 由 分 子 的 对 称 操作 构成 的 群 . 如 果 分 子 M 的 对 称 操作 构成 点 群 
G ,就 说 分 子 M 属于 点 群 C. 在 这 一 节 里 ,我 们 要 弄 清楚 实际 上 存在 哪些 分 子 对 称 群 和 
如 何 确定 一 个 分 子 所 属 的 对 称 群 , 

定义 5.1.1 ”对称 操作 据 以 进行 的 几何 元 素 称 为 物体 的 对 称 元 素 . 

例如 ,旋转 是 绕 某 一 轴 ( 直 线 ) 进行 的 ,反射 是 对 某 个 平面 进行 的 ,平移 是 沿 某 一 矢 
量 进行 的 ,等 等 . 

定义 5.1.2 如果 绕 通过 物体 的 一 条 直线 旋转 (2r/m) ,使 物体 复原 , 则 说 直线 是 物 
体 的 一 个 ” 重 ( 旋 转 ) 轴 , 记 作 C,.” 最 大 的 C. 轴 称 为 主轴 . 

定义 5.1.3， 如 果 有 一 个 通过 物体 平面 ,物体 对 这 一 平面 的 镜像 与 其 自身 重合 , 则 
说 这 个 平面 是 物体 的 一 个 对 称 面 (或 镜面 ), 记 作 ,对 这 一 平面 的 反射 操作 也 记 作 o. 

定义 5.1.4 ”如 果 旋 转轴 和 镜面 0 互相 垂直 ,旋转 (2r/n) 之 后 接着 进行 一 次 反射 
只 能 使 物体 复原 ,这 种 复合 对 称 操作 就 叫做 像 转 , 记 作 5,. 特别 地 ,二 重 像 转 S, = C20% 
三 04C: 就 是 反 演 , 记 作 了. 

定义 5.1.5 如果 分 子 对 称 群 中 存在 操作 使 它 的 对 称 元 素 ex 和 &y 换 位 置 , 即 ex 和 
er 是 共 思 对 称 元 素 , 互 相 巷 的 对 称 元 素 的 集合 组 成 共 示 对 称 元 素 系 . 


1. 单 轴 群 
只 有 一 个 重 旋转 轴 或 像 转轴 . 无 轴 群 (x 二 1, 只 能 进行 旋转 ) 和 回转 群 (n 一 co， 
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可 作 无 穷 小 角度 旋转 ， 即 可 作 任意 角度 旋转 ) 可 看 作 它 的 两 种 极端 情况 . 


Wo . 


车 分 子 只 有 一 个 nn 重 旋转 轴 , 它 就 
pal c, 
WW 


属于 C, 群 , 群 元 素 为 (已 ,CC3 
DT 


C"'). 这 是 n 阶 循环 群 ,每 个 元 素 自 成 
一 类 ,共有 nn 类 . 属于 这 一 点 群 的 分 子 如 
H,O:[ 图 5.1(a)]， ClC 一 CH:[ 图 
5,1(b)],HiS;,CHyO 一 OCHs(C,) 以 及 
N(SiH,),(C,) 等 ， 

当 n 二 1 时 ,实际 上 没有 对 称 轴 , 但 图 5.1 某 些 单 轴 群 的 对 称 元 素 图 
形式 上 也 记 成 C, 群 ,例如 CHFCIBr,Br,CH 一 CH,Br 等 . 

在 C, 的 基础 上 车 再 有 对 称 面 ,在 保证 不 增加 新 的 旋转 轴 ( 因 为 已 假定 只 有 一 个 旋 
转轴 ) 的 条 件 下 ,只 有 三 种 可 能 :一 是 产生 像 转轴 Sx,Si = C,, 二 是 垂直 C, 轴 , 三 是 通 
过 C, 轴 ， 

(2)S。 

分 子 只 有 一 个 像 转轴 5,, 就 属于 S, 群 , 它 也 是 循环 群 ,车 为 偶数 ,n = 2m, 则 及 
个 元 素 , 分 为 n 类 {E,Ssm ,Si 一 CG。,53。,…,S 织 '}. 属 于 5S, 群 的 分 子 较 少 ,如 1,3,5,7- 
甲 基 环 辛 四 烯 ,CCSCH;)(S,), 折 皱 的 茶 , [NiC(NO,)6]J“( 在 K,[Ni(NO,)6] 晶体 
中 )(56) 等 . 

当 nn 二 2 时 ,5S, 二 了 ,这 个 群 记 作 Ci{E, 了 ). 例如 ,BrCIHC 一 CHCIBr[ 图 5.1(d)]， 
HOOC 一 COOH(), 二 聚 甲 酸 , 草酸 二 甲 酯 , 反 式 丁 二 酸 , [Pd(NO,),]* (例如 在 
K;[Pd(NO,),] 晶体 中 ) 等 属于 Cr 点 群 . 当 n 为 奇数 时 ,5, 群 就 是 Cw 群 . 

(aC% 

车 分 子 有 一 个 nn 重 旋转 轴 和 一 个 垂直 于 旋转 轴 的 镜面 (水 平 镜面 ) ,就 得 到 Cw 群 . 
这 是 一 个 互 换 群 , 子 群 C. 和 Cuw 的 元 素 彼此 可 对 易 , 所 以 Cw 可 看 成 是 C. 和 Cnw 的 直 积 ， 

ww 一 C, 的 Cu, 有 2n 个 对 称 操作 ,分 为 2n 类 
{E,C, ,Ci ,C0 ,oC, ,on Ci, ss oC}. 

属于 这 种 点 群 的 分 子 如 1,4- 二 握 -2,5- 二 溴 代 苯 , 反 式 丁 二 省 乙烯, 反 式 丁 二 燃 
(Ca) ,CNH,)+. 

当 n 二 1 时 ,就 是 只 有 一 个 对 称 面 , 记 作 C = C,{E,0,) ,例如 NBrO,HNO,,HOCI， 
HN;,CHCIF, 等 . 


(a) (b) 
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(4)C。。 

若 分子 有 一 个 ” 重 旋转 轴 和 通过 C. 轴 的 镜面 ,就 
得 到 C,, 群 .由 于 ” 重 旋 转轴 的 存在 ,有 一 个 对 称 面 必 
然 要 带 来 其 他 Ca 一 1) 个 对 称 面 ,两 个 平面 的 交角 为 
1/2，2x/n. 当 为 奇数 时 ,这 是 显然 的 . 当 为 偶数 
时 , 乍 看 似乎 只 有 n/2 个 对 称 面 "., 相 邻 两 个 镜面 的 
交角 为 (2r/m). 当 为 偶数 时 ,出 现 反射 操作 :Ca 图 5.2 of2C, = (oo ， 

三 17, 有 对 称 中心 . 但 实际 上 当 存 在 C, 和 时 ,还 必定 (C, 轴 垂 直 于 纸 面 ? 
存在 另外 一 组 (n/2 个 ) 镜面 。,osC, 二 o',. 这 从 图 5. 2 可 以 看 出 ,进行 操作 C, 使 4 一 
B, 再 经 过 0,” 反映 B 一 A', 而 A 和 A' 对 于 中 。 互 为 镜像 , 即 gC, 一 中 

反 过 来 看 ,上 面 已 经 证 明 过 ,存在 交角 为 1/2. 2r/ 的 两 个 对 称 面 必然 带 来 2r/m 的 
旋转 ,也 就 是 两 个 平面 的 交 线 为 C, 轴 . 所 以 C,, 群 的 对 称 操作 为 {E,C,,C?,… ,C1 os， 
esioow 共有 2n 个 操作 . 

C, 是 双向 轴 ,Cv 和 C 属于 同一 类 . 因此 , 当 cl 
nn 为 奇数 时 ,2n 个 元 素 分 为 (n 十 3)/2 类 (所 有 o。 
属于 同一 类 ); 当 为 偶数 时 ,分 为 (n 十 6)/2 类 
(o, 和 m' 分 属于 两 个 类 ); 属 于 这 类 点 群 的 分 子 ”一 
如 CH2Cls[ 图 5.3Ga)],H;O,Cl;O,0;,HCHO, 船 
式 构 象 环 已 烷 (C;,),CH;CI[ 图 5. 3(b)],BrF:， 
F,,PF,S, NH;,CHCl, 及 三 氧 乙 烷 (C,.) 等 . 

COS Ch 

这 是 C, 和 CC 当 n 一 oo 时 的 情况 . 异 核 双 原 图 5.3 某 些 双 面 群 分 子 的 对 称 元 素 图 
子 分 子 或 其 他 没有 对 称 中 心 的 线 型 分 子 属于 C-, 点 群 ,例如 CO ,HCL,HCN 等 . 

以 上 就 把 只 有 一 个 旋转 轴 的 情况 讨论 清楚 了 . 


2. 双 面 (二 面体 ) 群 D。 


如 果 分 子 除 一 个 主 旋 转 轴 C.(n 宇 2) 之 外 还 有 另外 个 垂直 于 C, 轴 的 二 重 旋转 轴 ， 
就 属于 双 面 群 D,. 二 重 旋转 轴 必 须 垂直 于 主 施 转 轴 , 否则 就 不 只 有 一 个 高 于 二 重 的 旋 
转轴 . 当主 旋转 轴 C. 的 n > 3 时 ,这 是 显然 的 ,因为 二 重 轴 把 主 旋 转 轴 移 到 另外 的 位 置 ， 
该 处 原来 也 必须 有 一 个 高 重 旋转 轴 . 即使 主 旋 转 轴 是 二 重 的 ,也 是 如 此 . 设 另 一 个 二 重 
轴 和 主 旋 转轴 交角 为 6(0 天 x/2), 则 必定 再 有 一 个 与 主 旋 转轴 相交 为 2 的 旋转 轴 . 由 这 
个 二 重 轴 又 带 出 另 一 个 ,… ,如 图 5:4 所 示 . 

最 后 车 共有 个 二 重 轴 , 必 须 满足 2x0 二 2x 的 要 求 ,所 以 垂直 于 这 些 二 重 轴 必 然 有 


(a) (b) 
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图 5.4 不 互相 垂直 的 二 重 轴 图 5.5 由 C, 和 C: 轴 产生 C'， 轴 
产生 高 重 旋转 轴 (C, 轴 垂 直 纸 面 ) 


一 个 ” 重 轴 . 这 说 明 原来 选 二 重 轴 为 主轴 不 对 .垂直 于 C, 轴 若 有 一 个 二 重 轴 ,必然 带 来 
另外 (n 一 1) 个 二 重 轴 , 相 邻 两 个 二 重 轴 的 夹 角 为 1/2， 2x/n. 当 为 奇数 时 ,这 是 显然 
的 ; 当 ? 为 偶数 时 ,直接 看 得 出 有 z/2 个 二 重 轴 , 而 根据 旋转 乘积 的 Euler 定理 ( 绕 不 同 
轴 相 继 进行 的 两 次 旋转 ,如 果 旋 转轴 相交 于 一 点 O, 则 其 结果 等 效 于 一 个 旋转 , 它 的 旋 
转 也 通过 O 点 ,这 叫做 Euler' 定 理 . ),C. 轴 和 这 /2 个 二 重 轴 相 乘 产生 另外 一 组 n/2 个 
二 重 轴 ,两 组 二 重 轴 互 为 分 角 线 . 举 D, 的 情况 为 例 ( 图 5. 5). 

所 以 DD, 群 有 2n 个 操作 { 区 ,CG，…,C;! ,C99 ,C89).C, 为 双向 轴 , 当 n 为 
奇数 时 , 所 有 C2 操作 属于 同一 类 ,2n 个 操作 分 为 (n 十 3)/2 类 ; 当 为 偶数 时 ,C4 操 
作 分 为 两 类 ,2n 个 操作 分 为 (n 十 6)/2 类 . D, 和 C,, 同 构 .属于 这 一 点 群 的 分 子 如 扭曲 的 
乙烯 、 非 平衡 构 型 的 乙 烷 、 反 式 [Co(NH3),(NHs),(NO,),]-( 在 K[Co(NH,),(NO,),] 
晶体 中 ,不 算 了 ,D,) 等 . 


3. 立方 体 群 


当 有 多 个 (n 3)C, 轴 时 ,可 能 实现 哪些 对 称 元 素 的 组 合 呢 ?假定 有 n 个 高 重 旋转 
轴 , 选 取 其 中 两 个 交角 最 小 者 ,例如 ,分 别 是 C, 和 C. 轴 . 以 这 两 个 轴 的 交点 为 球 心 作 球 
面 , 分 别 与 这 两 个 旋转 轴 相 交 于 4,B 两 点 . 若 绕 OA 轴 作 CIG = 1,2,…,n 一 1) 旋转 ， 
则 08 轴 被 移 置 ”个 方向 , 设 它们 与 球面 的 交点 为 B,B9 ,Be ，…,B" .同样 ,如 果 绕 
08B 轴 作 Cs(j = 1,2,…,m 一 1) 旋 转 , 则 OA 轴 被 移 置 m 个 方向 , 设 它们 与 球面 的 交点 
为 4,4"”,…,A”-，. 若 再 用 某 一 个 OA 为 轴 作 C. 旋 转 , 则 这 个 OA”" 轴 周围 必然 又 均 
匀 围 着 个 OB 轴 . 同样 ,每 个 OB 轴 周 围 也 必然 均匀 围绕 着 mm 个 OA 轴 . 

如 果 用 通过 球 心 的 平面 在 球面 上 切 出 的 圆 颖 把 相 邻 的 B 点 连接 起 来 ,就 可 以 得 到 
球面 正 凸 4 边 形 , 其 中 心 是 OA4 轴 . 球面 必然 被 若干 个 这 种 正 凸 4 边 形 所 布 满 ,否则 将 有 
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一 些 0B 轴 不 能 通过 绕 O4 轴 作 C, 旋转 换 位 置 ,破坏 假设 
的 前 提 . 于 是 , 若 把 所 有 互相 邻近 的 B 点 都 用 直线 连接 起 
来 ,我 们 将 得 到 一 个 内 接 于 球面 的 由 正 凸 = 边 形 围 成 的 正 
凸 多 面体 , 它 的 顶 角 将 是 由 mm 个 面 围 成 的 ,因为 通过 每 个 
正 n 边 形 的 中 心 有 一 个 04 轴 ,而 围绕 着 一 个 OB 轴 的 最 邻 
近 的 OA 轴 有 痉 支 . 显然 正 凸 多 面体 的 各 个 面 . 各 条 楼 、 各 
个 顶点 分 别 相互 等 价 .图 5. 6 表示 n 二 5,m = 3 的 情况 . 
nn 和 mm 要 满足 一 定 条 件 才能 构成 正 凸 多 面体 . 围 成 正 


凸 多 面体 一 个 顶点 的 严 个 正 半 边 形 的 顶 角 之 和 为 : 图 5.6 有 多 个 三 重 轴 
s =m(n— 2)rx/n. 和 五 重 轴 的 情况 
要 围 成 凸 顶 角 ,必须 * 二 2x, 能 满足 这 种 条 件 的 加 和 的 组 合 只 有 五 种 ( 表 5. 1)。 
表 5.1 


正 多 面体 的 形状 
正四 面体 
正八 面体 
正 (三 角 ) 二 十 面体 

立方 体 
正 (五 角 ) 十 二 面体 
这 样 我 们 就 证 明了 具有 两 个 以 上 高 重 旋转 轴 的 分 子 , 其 共 却 旋转 轴 系 必 与 某 一 个 正 凸 
多 面体 的 相同 ,而 能 够 存在 的 满足 对 称 性 条 件 的 正 凸 多 面体 只 有 这 五 种 (图 5.7). 下 面 
分 别 讨论 . 

(1) 正四 面体 群 

DT :检查 正四 面体 [图 5.8Cb)] 可 以 找 出 它 的 共 二 旋转 轴 系 , 计 有 :四 个 通过 它 的 
一 个 顶点 和 相对 着 的 平面 中 心 的 三 重 轴 ,三 个 互相 正 交 的 (通过 不 相 邻 的 两 条 棱 中 点 
的 ) 二 重 轴 . 所 以 它 有 十 二 个 旋转 操作 : 

{E,4C3,4C3,3C,}, 

这 些 对 称 操作 构成 了 T 群 . 三 重 轴 是 单 向 轴 , 但 各 三 重 轴 和 二 重 轴 可 以 通过 对 称 操 
作 各自 换 位 置 ,所 以 它们 的 相同 对 称 操作 属于 同一 类 , 共 分 四 类 . 新 戊 烧 C(CH;), 分 子 
中 , 甲 基 不 处 于 最 高 的 对 称 位 置 (旋转 角 9) 时 , 即 属于 了 群 [图 5. 8(a)]. 

在 了 群 中 引入 对 称 面 时 ,为 了 保证 不 产生 新 的 旋转 轴 , 它 只 能 垂直 于 一 个 二 重 轴 

(同时 也 就 通过 另外 两 个 二 重 轴 ) ,或 者 通过 一 个 二 重 轴 同 时 平分 另外 两 个 二 重 轴 的 夹 角 . 
2)T，: 当 对 称 面 垂直 于 一 个 二 重 轴 时 ,对 称 面 一 定 有 三 个 : 

copys=B 二 = 


四 
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(4) 正 十 二 面体 (5) 正二 十 面体 


图 5.7 五 种 正 多 面体 


有 对 称 中 心 . 反射 操作 与 任何 操作 可 对 易 ( 即 可 交换 ), 所 以 T, 可 视 为 了 和 Cv 的 直 积 ， 
T=T@O" 
由 此 得 知 它 的 对 称 操作 共有 24 个 ,分 8 类 : 
{E,4C3,4C4,3C,,1,4I1C, = 458 47C3 = 4S#131C, = 30,)}. 
可 举 [Co(NO,)sJ 离子 (在 Ki[Co(CNO,)e] 晶体 中 ) 作为 7, 群 的 例子 . 
3)T4s: 当 对 称 面 0 通过 一 个 二 重 轴 并 平分 另外 两 个 二 重 轴 的 夹 角 时 ,得 到 7, 群 
[图 5.8(b)],os 有 六 个 . 由 于 平分 两 个 二 重 轴 的 夹 角 并 通过 另 一 个 二 重 轴 的 对 称 面 的 
存在 ,这 后 一 个 二 重 轴 转 化 为 四 重 像 转 轴 , 显 然 有 三 个 ,是 双向 轴 . cy 通过 C,, 也 使 C; 变 
成 双向 轴 , 所 以 Ts 群 的 24 个 对 称 操作 分 为 五 类 ， 
{E,3C,,8C,,6S,,604). 
Ts 群 完全 反映 了 一 个 正四 面体 的 对 称 性 , 它 与 置换 群 5, 同 构 . 属于 T, 点 群 的 分 子 
很 多 ,如 CH,CCl,,NHF ,MnO7 ,TiCl,,SnBr, ,SiF;,P,0;,P,O,, 等 . 
当 甲 基 ( 一 CH;) 处 于 最 高 对 称 位 置 时 ,Si(CH,),,C(CHs), 等 分 子 也 属于 T。 点 群 . 
《2) 正八 面体 群 
1)O: 从 图 5. 8(d) 可 见 ,正八 面 体 的 共 二 旋 转轴 系 计 有 三 个 四 重 轴 ( 分 别 通过 相对 
的 两 个 顶点 )、 六 个 二 重 轴 ( 分 别 通 过 相对 的 两 边 的 中 点 )、 四 个 三 重 轴 ( 分 别 通过 相对 的 
两 个 面 的 中 心 ). 由 这 些 对 称 元 素 的 对 称 操作 构成 的 群 称 为 O 群 ,共有 24 个 对 称 操作 . 
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(9 O (d) O, 


(©) 0 


图 5.8 立方 体 群 的 对 称 元 素 图 


它 的 旋转 轴 都 是 双向 轴 , 所 以 对 称 操作 分 为 五 类 : 
{E,6C,,3C? = 3C6 Ci,8Cs}. 
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〇 群 与 Tv 群 同 构 .XCYZ,)e 型 分 子 , 当 YZ, 属于 Cu 点 群 ,分 别 位 于 正八 面体 的 六 个 
顶点 上 ,而 不 处 于 最 高 对 称 位 置 时 , 即 属于 O 群 [图 5. 8(c)]. 

2)0O;: 在 O 群 中 加 对 称 面 ,只 可 能 有 一 种 方式 ,就 是 垂直 于 一 个 四 重 轴 ( 同 时 也 就 是 
通过 另外 两 个 四 重 轴 ). 

这 样 的 对 称 面 有 三 个 ,正如 D, 群 中 一 样 ,am 的 存在 就 保证 了 o 的 存在 . O, 群 有 对 
称 中心 ,T 二 Czm ,所 以 0; 群 可 看 成 是 O 群 和 Ci 群 的 直 积 ,O, 一 O@C, 它 有 48 个 对 
称 操作 ,分 为 10 类 : 

{E,6C,,3C:,6C',,8C3;1,61C, = 6S,,31C; = 3m,61C' = 60,,8IC, = 85,). 

〇 , 群 完全 反映 了 一 个 正八 面体 的 对 称 性 . 属于 这 个 点 群 的 分 子 有 SF ,UF, ,WF,， 
Mo(CO),, 立 方式 OsF, 等 ， 

络 离子 中 具有 〇 对 称 性 的 很 多 ,如 Fe(CN);- ,AlFi- ,ZrF;- ,PtCli- 等 

正 立方 体 与 正八 面体 有 相同 的 对 称 操作 [图 5. 8(e)], 属 于 同一 点 群 . 实际 上 立方 
体 的 六 个 平面 的 中 心 ， 正好 是 一 个 正八 面体 的 六 个 顶点 ,而 正八 面体 的 八 个 平面 的 中 
心 , 正 好 是 一 个 立方 体 的 八 个 顶点 . 

(3) 正二 十 面体 群 

7 了 和 正二 十 面体 和 正 十 二 面体 具有 完全 相同 的 对 称 操作 (正二 十 面体 的 二 十 个 
平面 的 中 心 对 应 于 正 十 二 面体 的 二 十 个 顶点 ,反之 , 正 十 二 面体 的 十 二 个 平面 的 中 心 对 
应 于 正二 十 面体 的 十 二 个 顶点 ), 它 们 的 旋转 对 称 操作 构成 了 和 群 .在 工 群 中 加 入 对 称 面 ， 
只 有 一 种 方式 ,得 到 了 4 群 . 属于 7 群 或 1 群 的 分 子 或 晶体 ,实际 工作 中 很 少 遇 到, 故 不 巴 
讨论 . 这 样 ,我 们 就 穷尽 了 所 有 符合 对 称 性 要 求 的 对 称 元 素 的 组 合 方式 . 


总 结 起 来 ,能 够 存在 的 分 子 对 称 群 可 系统 排列 如 图 5. 9 所 示 . 
到 Sa 


Ce 一 一 Co(Cc) 
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实际 存在 的 分 子 对 称 群 中 ,旋转 轴 C, 的 重 数 只 取 几 个 数值 . 除 n oo 的 特例 之 
外 , 单 轴 群 和 双 面 群 中 ,n 只 取 值 1,2,3,4,5,6;7 和 8 就 很 少 碰 到 了 . 当 有 多 个 高 重 旋转 
轴 时 ,n 只 取 值 2,3 或 4. 


§ 5.2 空间 的 对 称 性 


我 们 首先 直观 地 描述 空间 对 称 性 . 如 果 在 有 限 几 何 形体 的 所 有 对 称 操 作 中 ,至 少 有 
一 点 不 动 , 则 相应 的 对 称 操作 构成 的 群 称 为 点 群 , 对 称 操作 的 概念 及 相应 乘法 的 定义 在 
前 面 已 经 叙述 过 了 . 

以 不 动 点 为 坐标 原点 ,建立 坐标 系 . 所 有 保持 空间 任 一 点 矢 径 长 度 不 变 的 对 称 变换 
集合 构成 三 维 实 正 交 群 0(3) ,点 群 实质 上 是 其 子 群 . 

设 矢 径 z = ziel 十 zzes 十 zyess 其 中 ewe) = 60%,j 二 1,2,3), 或 用 列 矩阵 表示 . 试 
用 3 X 3 矩阵 {fav} 表示 三 维 定点 转动 , 即 
x 


au as an|| 


np 
并 让 一 lan az an| |z: 


(2.1) 


Ty lay a as) lz 
Cu 2713)5 
矢 径 长 度 不 变 , 即 
十 zx 十 芭 一 辽 十 好 十 了 
s 3 
Dd, Dd, 


brad Pr 


对 比 两 边 , 得 到 
DD ana = 0 一 aa = (AA), = 5， 


用 矩阵 表示 上 式 , 即 为 A4 = 无 ,由 此 式 可 知 ,变换 矩阵 集合 {4} 正 是 0(3) 群 . 由 
了 4 = 巨 得 ,det4 = 士 1.det4 = 1, 表 示 纯 转动 . 只 含 纯 转动 元 素 的 点 群 称 为 第 一 类 点 
群 ;detA = 一 1, 对 应 纯 转 动 与 空间 反射 元 素 的 组 合 称 为 第 二 类 点 群 . 

如 果 将 固定 点 条 件 放弃 , (2.1) 式 推广 到 下 式 
性 
bly 
,a wy bs 

它 表 示 空 间 一 般 操作 .车 (2.2) 式 中 ,ais 二 as 二 a 一 as 一 0,an 一 1 一刀 一 
0, 则 表示 绕 第 三 轴 的 转动 ,并 沿 此 轴 平 移 久 ,这 种 操作 叫 螺旋 转动 . 若 所 有 的 as 二 0, 则 


Tl Qu a Qn| | 


ZXz | 十 (2.2) 


lan lz dz 


EA Ty 
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表示 空间 纯 平移 操作 . 此 类 操作 可 视 为 螺旋 转动 的 特例 . 螺旋 
转动 含 纯 转动 元 素 , 称 为 第 一 类 操作 , 见 图 5. 10 所 示 . 


若 (2. 2) 式 简 化 为 
EA 1 0 (AE b 
z's|== |0 1 。 济 吕 | 开 | 网 [5 (2.3) 
zs 0 0 1)lz, 0 


由 于 det4 = 一 1, 相应 操作 称 为 第 二 类 操作 . 上 式 表示 对 
Zi-zz 平面 反映 并 沿 -zx 平面 有 滑 移 (b, ,5,). 
当 上 式 变 为 


x 


Sing cosa 0 (2. 4) 


z's 


cosa —sing 0 | 


0 0 人 
时 , 则 表示 沿 x; 轴 转 动 < 角 , 并 对 平面 z,-zx:( 垂 直 于 z; 轴 ) 进行 反映 . 这 种 操作 称 为 转 
动 反映 ,也 属 第 二 类 操作 . 上 式 中 令 a = r 十 B, 则 矩阵 4 可 表示 为 沿 第 三 轴 转 动 8 的 矩 
阵 与 反射 矩阵 (一 E) 的 乘积 , 即 操作 变 为 沿 x; 转动 8 角 , 再 相对 原点 反 演 , 称 为 转动 反 
演 . 

综 上 所 述 , 任 一 空间 操作 ,可 分 为 三 大 类 :螺旋 转动 (包含 平移 )、. 滑 移 反映 与 旋转 反 
演 . 除 第 一 种 为 第 一 类 操作 外 ,其 余 两 种 属于 第 二 类 操作 . 

因此 空间 操作 有 8 种 : 

(1) 反 演 ( 相 对 于 对 称 中 心 ) 一 一 i， 

(2) 反映 (相对 于 映 面 m) 一 一 oCm)， 

(3) 旋转 (相对 于 转轴 1) 一 一 CCn,a)， 

(4) 旋转 反 演 一 一 iC(n,a)， 

(5) 旋转 反映 一 一 S (ns,a) = oCm)C(n,a) = iC(n, a 十 rz)， 

(6) 平移 一 一 (alt) ,其 中 a 表示 对 原点 的 操作 ,相当 于 (2. 2) 式 中 {ai) ,t 表示 纯 平 
移 , 相 当 于 (6b,,b,,b;)， 

(7) 滑 移 反映 ilalt), 

(8) 螺旋 旋转 一 一 (alt) :Cln,a). 

其 中 前 4 种 是 点 操作 . 在 这 4 种 操作 中 ,只 有 纯 旋转 为 第 一 类 操作 ,其 余 为 第 二 类 
操作 。 


在 纯 转 动 中 ,对 于 晶体 受到 晶 格 周期 性 的 限制 ,转角 只 能 是 下 ,其 中 整数 n=1,2, 
3,, 当 二 2,3,… 时 ,分 别 把 转轴 称 为 二 度 、 三 度 等 轴 , 相 应 转动 记 为 C,,C;,…,C,. 


Ty 
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在 镜面 反映 中 ,反射 面 与 C. 轴 垂直 记 为 m%; 反 射 面 通过 转轴 C, 者 记 为 0.. 如 果 m 为 
独立 元 素 , 则 Co 二 i， 其 中 i 的 反 演 中 心 为 转轴 与 映射 面 wx 相交 的 点 . 同样 ,C',om 一 
S(n),(C',0,)? 二 (S(n))?, 等 等 . 

其 中 点 操作 有 如 下 运算 性 质 : 

六 二 7( 恒 等 操作 )， 

om)* 一 了 ， 

Tm) ms) = cm X mazy29(mai maz))， 
其 中 9 为 法 线 m 与 m; 的 夹 角 . 显然 

ig(m) 一 CCmyr)， 

Cr,B) .CCnya) = Cn,a Pp), 
Cniva) * Cns,B) = Cns,7), 


其 中 和 ,名 和 忒 为 mn 与 一 nm 在 单位 球面 上 形成 球面 三 角形 的 三 内 角 ; 此 外 还 有 
ig 二 gi(g 为 任意 操作 )， 
8 'o(m)g = ol(gm), 
8 'Cln,a)g = C(t gn,a). 
关于 点 群 共 思 e 类 的 划分 ,前 面 已 介绍 三 种 判别 方法 , 现 进一步 讨论 如 下 : 
(1) 关于 不 同 转轴 C, 与 C, 的 转动 元 素 . 容易 证 明 , 如 果 存 在 C, 轴 与 垂直 于 它 的 二 
阶 轴 (C?), 则 必 存 在 ”个 垂直 于 它 的 二 阶 轴 . 有 鉴于 此 , 若 存在 另 一 个 转轴 CW 可 能 与 C， 
有 一 定 交角 ), 则 由 乘法 的 封闭 性 ,有 
(COOL CC 
即 在 群 G 中 存在 等 价 的 转轴 C' ,而 且 由 于 CE G,(i = 1,2,…,m), 会 产生 加 条 nn 阶 
等 价 轴 . 相对 于 这 些 等 价 转轴 的 相同 转角 元 素 均 为 同一 共 轰 类 . 反之 ,C, 轴 也 会 产生 与 
Cw 等 价 的 条 转轴 ,相对 这 些 转轴 的 相同 转角 元 素 亦 属 同一 类 . 
其 中 一 个 特例 是 Cyv 为 与 C, 轴 垂直 的 C* 轴 , 则 
(C1) -CC = CC)， 
注意 到 Cs = (Cs) ,得 C， “一 C% 可见 C, 与 C4 轴 重 合 , 但 反 向 (转动 反 向 ), 这 


样 的 轴 叫 双向 轴 . 
(2) 关于 不 同 反射 面 的 反射 元 素 的 共 配 元 , 若 反射 面 wm 垂直 于 转轴 C,, 则 由 于 
Ceo = oC:, 
此 时 不 会 产生 新 的 共 轰 元 . 若 反 射 面 ", 通 过 C, 轴 , 则 由 于 过 = 一;C:, 且 ;与 所 有 操作 元 素 
对 易 , 应 有 


C0, 三 oo = CCC, 一 Cr 
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亦 即 C, 轴 成 为 双向 轴 . 车 既 不 存在 与 i 垂直 ,又 不 存在 通过 它 的 反射 面 o,, 则 转轴 一 定 
为 单 向 轴 : 

注意 , 当 存在 通过 C, 轴 的 反射 面 ". 时 , 则 必 存 在 = 个 通过 转轴 的 等 价 反射 面 . 事实 
上 ， 

(Cs) oC, 一 路 ， 

车 i 二 1,2,…,n, 分 别 产 生 n 个 等 价 反射 面 . 

我 们 一 般 称 转轴 C, 为 ”次 轴 . 一 次 轴 即 恒 等 变 换 i 在 晶体 点 群 中 ,由 于 空间 周期 性 
结构 ,只 存在 一 次 .二 次 、 三 次 、 四 次 及 六 次 轴 . 以 后 我 们 要 证 明 这 一 点 . 


问题 5.2 


1. 证 明 : 若 相交 O 点 的 两 个 二 次 轴 C2a 与 Czs 夹 角 为 0,C 轴 垂 直 于 Cs 与 Css 所 在 
的 平面 , 则 有 关系 C2sC%= Cc(20), 其 中 Ce(20) 表示 操作 : 绕 C 轴 转 动 20. 
[提示 : 设 4 为 Oz 轴 , 妃 轴 单 位 矢 为 己 , 则 用 并 矢 表示 Cu 一 站 十 [六 十 hkJcosr 一 
1 0 0 
0 一 1 0 
0 0 一 寺 
类 似 于 上 式 有 Css = 2isis 一 雇 ( 记 = 刘 十 方 十 说 )， 
Cia(Coar) = [2isis — EJC2Cii — E)r] 
=r + isis (ir) — 2igCigi) — Yilir) 
= i(zxeos20 一 ysin20) + j(xsin20 + ycos20) 十 kz. 
但 用 并 矢 表示 的 绕 Oz 轴 转 动 p 的 操作 是 


Celg) =hk + 这 十 万)cosp 十 巨 X ksing, 
Ce*r=i(zcosp— ysing) 十 jycosy 十 xsinp) + kz.] 
2. 证 明 :对 于 平面 4 与 已 的 两 个 反射 ,与 zs 的 乘积 ,等 价 于 绕 两 平面 交 线 的 转动 ， 
转角 等 于 两 平面 交角 的 两 倍 , 即 racs 一 CC(2pve). 
[提示 : 设 两 平面 法 线 矢 量 n4 = ina = icosb 十 jsin9,0 = Pa, 则 
04 = E— 2n4 navos = E— 2ns* ng, 
aa(oar) = i(zxcos20 一 ysin20) 十 j(ycos20 + zsing) + kz, 
此 外 , 交 线 单位 矢 为 ,CC(k) = kk 十 (E— kk)cosg 二 (EX k)sing, 
CGO)r = i(zxcosy 一 ysing) + j(ycosg + zsing) + kz.] 
3. 证明: 一 个 转动 9 的 操作 与 通过 转轴 平面 4 的 反射 cs 的 乘积 ,等 于 过 该 轴 的 另 一 
平面 B 的 反射 cs,4 与 B 的 夹 角 为 9/2. 


i—j—K=2i—E= sip = icos0 + jsinO. 
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[提示 : 令 转轴 半 一 闷 则 C(p) 一 二 十 (万 十 观 )cosp 一 [一 庆 十 有 jh 门 sing 令 平 面 4 
法 向 ma 一 访 则 ou 一 巨 一 2 万 一 实 十 能 一 语 
CDr 一 这 十 (jy 十 hz)cosp 十 [一 产 十 Ay]sing， 
oa = [CCp)m = iz— k(zcosg+ ysing) 一 j(ycosg 一 zsing). 
设 n 与 y 轴 夹 角 为 09, 则 ns = jcos0 十 esing， 
op = E— 2nans = ii + 2(jcosb + ksing) (jcos0 + ksing) 
= (ji 十 扩 十 ) 一 2(jcos0 + ksing) (jcos0 十 ksing) 
= 一 jjcos20 — (jk + kj)sin20 + kkcos20, 
our = ir 一 j(ycos20 十 zsin20) + k(zcos20 一 ysin20). 
当 9 = 一 g/L 时 ,og = onC(9).] 
4. 车 在 循环 转动 群 中 只 有 五 种 固有 循环 群 , 即 在 {C,) 中 ,n = 1,2,3,4,6, 证 明 在 包 
会 两 个 或 两 个 以 上 转轴 的 固有 点 群 中 各 次 转轴 数目 ,之 间 有 关系 ns 一 3 十 nn 十 3n6. 
[提示 :C, 群 有 个 不 等 价 不 可 约 表示 ,显然 有 群 的 阶 g = 1 十 ns 十 2ms 十 3m 十 
5ns， 其 中 各 子 群 有 共同 元 素 : 恒 元 .平庸 表示 Tr T(E) = 3, 子 群 ({C,) 的 三 维 自然 表示 
1 oo 在 正 交 归 一 基 中 ,每 个 表示 矩阵 只 有 一 个 对 角 元 为 1, 其 余 对 角 元 为 零 ,可 以 
用 并 矢 表 为 nnn. 由 此 
号 Tr[P(g)] 一 3 十 (2 一 3)ms 十 (3 一 3)ma 十 (4 一 3)m4 十 (6 一 3)ney 


Pxag 


但 [>)g,]r 二 7, 故 [ Dg.Jr 是 其 转轴 可 以 不 重合 的 , 3)g. = 0.] 


ECG 


5. 试用 球 坐标 导出 绕 空间 任意 轴 转 动 8 的 表达 式 ， 
见 图 5. 11. 

[提示 ; 设 转轴 的 方向 余弦 为 mn, 其 中 1 = 
sinGcosgp,m 二 sinGsing,n 一 cosb. P(z,y,z) 为 空间 任 
一 点 , 绕 n 轴 转动 到 P' = (zx',y ,z'). 用 符号 表示 :7 


全 -或 
区 
| 中 rnb 
a 2. 图 5.11 


但 绕 n 轴 的 转动 相当 于 先 将 n 轴 移 到 Oz 轴 ( 记 为 (一 09)), 然 后 沿 Oz 轴 转动 
最 后 将 转轴 转 回 n 轴 , 即 
Tyg,n) = THT YT... 


“188* 群 的 结构 与 对 称 性 


此 外 ,T.(2) 又 可 分 为 两 次 操作 : 先 绕 Oz(k) 轴 绕 一 ,再 绕 Oy( 站 轴 绕 一 9, 即 得 n 
轴 转 到 Oz 轴 . 
T.=T(— 0,DT(— 9,k) 


cosg 0 一 sing|| cosp sing 0 


一 | 0 1 0 一 sinp cosp 0|. 
sing 0 cosg 0 0 1 
易 得 
cosp 一 sinp 0|f ecosg 0 sing 
Ti!'= |sing cosp 0 0 0 | 
0 0 1 一 sing 0 cos0 
cosy 一 sing 0 
TY,k)= |sing cosy 0|， 
0 0 bh 
结果 


了 (On = THT (GRIT, 

cosy + RI—cosp) lm(l— cosg) 一 nsing ln(l — cosy) 十 msiny 
lm(l 一 cosg+nsing) cosg + mi(l—cosg) mn(l— cosy) — lsing 
ln(1 一 cos%) 一 msing mn(l 一 cos%) +ising cosy + n:(l — cosy) 
上 式 与 用 并 矢 表达 式 (yn) = nn 一 (1 一 nn)cosy 十 ( 玉 X n)sing 等 效 . 


8$5.3 晶 格 的 对 称 性 


晶体 结构 的 基本 特征 是 ,构成 它们 的 原子 或 离子 .原子 团 在 空间 呈现 周期 性 排列 ， 
构成 所 谓 的 唱 格 . 周期 性 条 件 促使 晶 格 的 对 称 操作 均 离散 化 ,不 存在 连续 群 中 的 无 穷 小 
操作 元 素 . 

1 平移 对 称 


1 为 晶 格 矢量 . 晶体 的 最 小 周期 单元 叫 晶 胞 . 晶 胞 的 3 个 不 共 面 的 棱 称 为 晶 格 基 矢 ， 
设 为 wm \a* 与 ci. 晶 格 矢量 ! 必须 表 为 晶 格 基 矢 的 线性 组 合 : 


3 
l= Da = ha + lait hess 
如 


其 中 4 = 1,2,3) 应 为 正 整数 . 对 于 晶 格 ,在 平移 变换 T(L) 下 ， 
r=>r=7T(0)=r+!l, 
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具有 不 变性 ,所 有 { T(2) } 集合 构成 基本 平移 群 , 或 点 阵 的 格 群 . 平移 矢量 1 的 集合 {1} 生 
成 三 维 晶 体 点 阵 , 即 布 拉 菲 点 阵 . 布 氏 点 阵 是 基本 平移 操作 的 几何 表现 , 唱 格 点 阵 则 是 
晶 格 粒子 的 实际 分 布 . 晶 格 点 阵 可 以 是 一 个 布 氏 点 阵 , 也 可 能 由 多 个 相同 的 布 氏 点 阵 套 
构 而 成 . 例如 NaCl 的 晶 格 点 阵 就 是 由 氯 离子 和 钠 离 子 分 别 构成 的 面 心 立 方 布 氏 格子 套 
构 而 成 的 . 


2. 晶 格 的 一 般 对 称 
将 保持 晶 格 不 变性 的 所 有 对 称 操作 记 为 gCR, a)， 
r 一 一 &CR,a)r 一 Rr 十 Se 


其 中 尺 为 0(3) 变换 ,a 为 正 实数 ,其 整数 部 分 为 4,, 即 
一 上 十 60 和 二 委 1)G = 1,2,3), 
即 &CR,a) 一 T(D&CR,D). 

当 a = 0 时 ,g(R,0) 表示 转动 与 反射 ; 当 尺 = E,a 必须 取 整 数 , 表 示 平 移 变 换 ， 

8(E,1) = T(0) ,相继 两 次 操作 定义 为 它们 的 乘积 , 则 
ECR,agCR' ae) 一 ECR Ra 十 Ra)， 

&(R,a) 的 逆 元 素 是 5(CR-:， 一 R-'a) ,而 单位 元 素 为 g(E,0) ,显然 ,所 有 晶 格 对 称 
操作 集合 {gC(R,a)} 满足 群 的 四 个 公理 . 这 样 构成 的 晶 格 对 称 群 称 为 空间 群 , 记 为 S. 上 
述 晶 格 群 {T(:)》, 可 以 证 明 是 群 S 的 正规 子 群 ,其 陪 集 元 素 可 以 表示 为 上 式 . 

由 于 g(R,t) 中 的 R 与 :有 一 一 对 应 的 关系 , 故 平移 群 的 陪 集 集合 (包括 平移 群 ) 与 
实 0(3) 的 变换 存在 一 一 对 应 关系 . 这 样 的 O(3) 群 同 构 于 商 群 S/T(7) , 称 为 晶 格 点 群 ， 
简称 点 群 , 记 为 G. 一 般 说 来 ,集合 {gC(R,z)) 并 不 构成 群 ;点 群 亦 非 空 间 群 的 子 群 . 只 有 
当 上 一 0,8(R,0) 二 R 时 ,点 群 才 是 空间 群 的 子 群 . 这 种 空间 称 为 简单 空间 群 . 


3. 周期 性 条 件 对 实 正 交 变换 R 的 限制 


由 于 平移 群 元 T(L) 的 共 轿 元 g(R,a) “TCD)g(R,a) = g(E,1)= 二 TU')( 其 中 才 = 
Rl) 也 是 共 思 元 素 ,因此 平移 群 是 空间 群 的 不 变 子 群 . 

设 {e。) 为 正 交 归 一 基 矢 组 ; 则 有 e.*e, 二 二 e.,e,=64(a,b 二 1,2,3). 实 正 交 变 换 
矩阵 元 PCR)。 = e。* Re, 三 过 6,,Re,s 二 .转换 以 {ai} (i = 1,2,3) 为 基 矢 组 , 且 令 a = 


Sort 三 1,2,3), 显 然 实 和 矩阵 头 为 正则 的 , 即 detX 和 0. 引入 倒 格 基 矢 bi 一 1,2， 


3 
37 而 三 六 (Xu 有 
一 
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s 3 
ba=<ba >=<, 六 (又 -ae DeXys> 


二 了 ED KN i 
以 晶 格 基 矢 为 基 , 实 正 交 变 换 R 的 表示 矩阵 玉 一 般 不 再 是 实 正 交 的 ;其 矩阵 元 KR 
为 Ra = DaRs, Rb = > (RD 
已 =<b,Ra, Se anrR-'b, > >R = X-!'RX. 
上 式 用 并 矢 表示 如 下 (省 去 及 上 一 横 ): 
R= DR b, =DE ib)» ai， 
其 中 Rv 人 “二 Qj* -1)bis 式 中 以 = Rl(i,j = 1,2,3) ,Ri 应 为 整数 . 
当然 ,其 迹 亦 应 为 整数 . 在 等 价 相似 变换 中 ,矩阵 的 迹 不 变 . 为 不 失 一 般 性 ,以 Oz 为 转 
轴 , 则 相应 的 转动 矩阵 为 


cosy 一 sinp 0 


T(R)= |sing cosp 0|， 
0 0 . 
即 Tr[TC9)] 二 1 十 2eos9== 土 整数 , 亦 即 9 二 2 二 1,2,3,4,6 wm 一 0,1,2， 


对 应 C, 和 SCn)(detT(R) = 十 分别 叫 ” 次 固有 和 非 回 有 折 环 点 属 .S(x) 包括 轩 
动 与 反射 元 素 .SC1) 只 有 两 个 元 素 ,空间 反映 ;或 和 人 恒 元 已. S(3) 的 阶 为 6. 其 余 循环 点 
群 的 阶 数 均等 于 其 次 数 减 

定理 5.3.1 除 一 次 轴 外 , 沿 任 一 转轴 方向 必 有 晶 格 矢量 或 倒 晶 格 矢量 ;在 与 转轴 
垂直 的 平面 内 ,至 少 有 两 个 不 共 线 的 晶 格 矢量 和 倒 品 格 矢量 . 

证 明 除 一 次 轴 外 ,所 有 循环 点 群 都 包含 C,、C; 或 5. HC 
易 见 ,Csl 十 /平行 于 转轴 ,! 一 Csl 则 垂直 于 转轴 (图 5. 12). 
在 此 两 矢量 决定 的 平面 以 外 找到 任何 唱 格 矢量 ^, 则 一 
Cal' 为 与 于 垂 直 , 且 与 ! 一 Csl 线性 无 关 的 另 一 晶 格 矢量 . 

对 于 5(2) 群 ,证 法 相同 . 对 于 C; 群 , 则 ! 十 CM 十 C& 平 
行 于 转轴 nn( 直 接 作 图 易 知 ),! 一 C 一 CH 垂直 于 转轴 n. 对 
于 倒 格 矢量 天 ,由 于 天 /= 整数 ,而 且 图 5.12 /十 C 平行 转轴 ， 

(RK) :l= RA — DR 4 一 Csl 垂直 转轴 


= Drs = K. (RD, 
亦 即 RK 亦 为 倒 品格 矢量 . 因此 可 以 利用 上 法 ,证 明 有 关 结 果 . 


1-Cl 
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在 晶体 对 称 变换 g(R,t) 中 ,往往 有 保持 不 变 的 点 (不 动 点 )、 保 持 不 变 的 直线 和 平 
面 , 分 别称 为 对 称 中 心 \ 对 称 轴 和 对 称 平面 . 对 这 些 对 称 元 的 讨论 ,也 有 许多 好 的 结果 . 


问题 5. 3 


1. 证 明 :平移 群 {7(4)} 是 空间 群 {5(R,a)) 的 不 变 子 群 . 

2. 证 明 : 对 于 给 定 的 晶 格 和 选 定 的 晶 格 基 矢 ,Y g(R,t) € S, 其 中 尺 与 上 有 一 一 对 
应 关系 . 

[提示 : 设 g(R,t) 与 8(R,1) ES, 则 EGR SCRD) =T(— Rt+ RY) = 
TOD, 即 一 RY 十 R=L>t 一 t= R= =0, 即 4 ==t. 注 意 a=1 十 1,0 二 4 
C1-=1,2;3,] 

3. 证 明 :车 有 a, 面 通过 C, 轴 , 则 C, 轴 成 为 双向 轴 . 

[提示 : 令 o, = Cxi,C* 垂直 于 ov 面 ,也 垂直 于 C, 轴 , 故 

oC = iCICCN = i BC, J 

4. 在 直角 坐标 系 中 , 写 出 转轴 即 Oz 轴 、n 次 固有 转动 和 非 固 有 循环 点 群 的 生成 元 
的 矩阵 形式 和 并 矢 形式 ,并 计算 {3} 和 {4}). 

1 1 


二 要 
5. 用 并 矢 计 算 绕 [111] 方向 Cn = 7 十 /十 -6120 的 矩阵 . 
85.4 点 群 


第 一 类 点 群 不 包括 反射 元 素 , 也 称 固 点 群 . 固有 循环 点 群 C,, 当 n 宇 3 时 称 为 高 轴 
群 .第 一 类 点 群 分 类 与 高 次 轴 关系 极 大 . 


1. 固有 循环 点 群 C, 


C, 群 又 称 单 轴 点 群 .Y CE C,(k = 0,1,…,n 一 1) 都 相互 对 易 , 故 C, 群 为 阿 贝尔 
群 . 其 每 个 群 元 即 为 一 个 共 示 类 ,有 个 不 等 价 不 可 约 的 一 维 表示 . 在 分 子 物理 中 ,一 般 
的 线性 链 状 分 子 , 可 用 C-(n 一 00) 描述 , 即 C- 中 任 一 微小 转动 ,分 子 构 型 依然 重合 ,此 
时 分 子 链 的 方向 即 转轴 方向 . 

实际 上 ,C- 就 是 特殊 正 交 群 SO(2). 对 于 晶体 对 称 群 5, 由 于 周期 性 结构 的 限制 ， 
已 经 证 明 只 可 能 存在 ”一 1,2,3,4,6 五 种 情况 .我 们 还 给 出 各 次 转动 轴 的 数目 的 关系 加 
三 3 十 na 十 3ns( 至 少 有 两 个 轴 不 重合 ). 


2. D, 群 
D, 群 即 高 次 轴 不 多 于 一 个 的 多 轴 点 群 .此 时 群 必 包含 C:, 且 C; 轴 必 垂直 于 C, 轴 ， 
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见 图 5. 13. 否则 ,如 果 是 斜 交 , 则 Ch 
CC!Ci = C,*, 
必 存 在 等 价 轴 不 属于 所 讨论 的 范围 . 在 $ 6.1 及 后 面 问题 中 
已 知 ， 4 
C:(B)C:(4) = C(c,27)= 一 C:(4) = C,(B)CCe ,29), 
令 Clc,29) =C 一 1,… 和 人 一 1), 即 产生 (一 1 个 
CsC4) = C:(B)C: 轴 .换言之 ,如 图 5. 14 所 示 , 症 群 即 是 由 一 
条 C, 轴 .条 Ci 轴 ( 均 垂直 于 CC, 轴 ) 构成 的 第 一 类 点 群 ,其 中 
nn 条 C; 轴 均 垂直 于 ma, 可 表 为 
C: = CrICPC。 
共有 Cg ,Ci wyCY 5, 其 中 Co 与 CP 表示 任 两 个 C 
四. 相 邻 C; 轴 夹 角 为 2. C. 轴 由 于 有 垂直 于 它 的 "个 C。 二 
轴 , 故 应 为 双向 轴 . D, 群 共有 2n 个 元 素 . 
当 n 为 奇数 时 ,n 个 C: 轴 构 成 一 组 彼此 等 价 的 轴 ， 
即 图 5.14 
{Ch CH) SatC,) 
构成 一 个 共 稀 类 . 当 ”为 偶数 时 ,> 个 Cs 轴 分 为 两 个 共 堪 类 . 由 于 为 双向 轴 , 故 C! 与 
Cr 一 1,2，…C 一 1)/2) 为 一 类 . 
当 为 奇数 时 ,2n 个 元 素 构 成 的 D. 群 ,其 共 二 类 个 数 为 (n 十 3)/2: 
{E}, {Ca}, (CssCe DD) ,ee {CH PE, Ch+D), 


元 素 个 数 1 nn (二 1) x2 总 数 一 2n 


n—l n+3 
奖 , mm 效 。15 直 -而 7 总 数 二 ~ 


当 为 个 数 时 ,D, 群 且 十 个 共 轩 e 类 : 
{E}, {C2}, {Cs}, {Ca Ce) ,ee (CE OR, CHD , (C2} 


图 5.13 


ny 


Wo) 
nt 中 
了 ne 


元 素 个 数 491 也， 可 林 所 (和 一 Xin 二 2 本 2 一 1 

类 数 1 1 1 《地 一 了 二 和 可 地 
其 中 {Cs) 与 {C',} 为 两 个 不 等 价 的 二 次 转动 . 

在 晶体 点 群 中 ,D, 的 n 二 1,2,3,4,6. 

也 : 群 , 群 元 素 为 4,\ 有 2 个 互相 垂直 的 C; 与 C'; 轴 ,它们 生成 第 三 个 C, 轴 一 一 C",， 
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与 C2,C'; 均 垂直 :C"; | C',,C"; | C:, 它 们 构成 4 个 元 素 构 
成 的 阿 贝尔 循环 群 ( 同 构 于 空间 反射 群 ),D: 二 (E,C;,C';， 
C"). 该 群 有 4 个 共 思 类 , 即 4 个 不 等 价 不 可 约 一 维 表 示 . 由 
8 = 十 碟 得 4 =li= == 1. 
D; 群 , 群 元 素 5 二 6, 类 为 3. 有 4 一 4 二 1,4 一 2, 此 。 
群 同 构 于 5, 群 . mn mm 
DD, 群 , 群 元 素 g 一 8, 类 为 5. 如 图 5.15 绕 主轴 ,转动 ， 
分 两 类 {Ci,Ci) 与 (C1). 两 组 不 等 价 二 次 轴 C; 转 动 , 分 别 构 
成 {C:} 与 {C3) 类 . {Cz} 组 的 转轴 为 m, 即 e; 方 向 ,有 两 元 素 C 吧 与 C9( 其 中 C8? 为 绕 等 
价 转轴 es 转动 r). {C3) 组 的 转轴 为 
1 
包含 Ci" 与 Ci*'”.D, 群 有 4 个 一 维 ,1 个 二 维 不 等 价 不 可 约 表 示 . 
D。 群 ,有 12 个 群 元 素 ,分 6 个 共 纯 类 :人 恒 元 , 绕 主轴 ,转动 的 3 类 {C3,C3)、{Ci,C!)、 
{Ci} ,两 组 不 等 价 的 2 次 转动 {Cs)、{C3) ,每 组 3 个 元 素 . 


第 一 组 (Cs) 的 转轴 n(2) 为 e, 方向 ,第 2 组 转轴 为 中 (2) 一 二 (VSei 十 ca), 与 we 
成 30" 角 . 


图 5.15 DD, 群 转轴 


碍 一 


(el 十 ez)， 


3.7.O 和 1 点 群 
设 除 C, 轴 以 外 ,还 存在 其 他 的 高 次 轴 与 C. 相交 于 一 点 O. 记 C。 为 与 C, 轴 夹 角 最 小 
的 高 次 轴 . 由 
GMss CFCHOMk Ss ln2s .Ids 


得 到 个 等 价 C, 轴 围绕 C, 轴 , 夹 角 相等 . 以 O 为 中 心 ,任意 半径 的 球面 ,连接 ”个 C。 轴 
与 球面 的 交点 ,得 到 球面 内 接 正 nn 边 形 ,C. 轴 则 通过 多 边 形 中 心 . 

显然 在 正 多 边 形 中 再 无 其 他 转轴 . 这 个 正 n 边 形 与 个 等 价 C。 轴 构 成 一 个 正 多 面 
体 ,同样 在 每 个 C, 轴 边 ,也 有 夹 角 最 小 的 w 个 等 价 的 C. 轴 ,因此 在 每 个 C, 轴 周围 , 亦 可 
构成 一 个 球 内 接 正 多 面体 , 顶点 就 是 C- 轴 与 球面 的 交点 . 高 次 轴 的 点 群 正 是 描述 这 种 
球 内 接 多 面体 对 称 性 的 点 群 .实际 上 相应 的 点 群 只 有 几 种 . 

例 5.4.1 nn 二 3,m 二 4, 构 成 球 内 接 立 方 体 .每 个 顶 角 均 为 3 面 (x 一 3) 正 顶 角 , 这 
3 面 中 每 一 面 都 是 正四 边 形 . 

一 般 说 来 ,由 相等 的 正 n 边 形 围 成 的 正 多 面体 ,每 个 mr 面 正 顶 角 是 凸 顶 角 , 则 m 个 
正 多 边 形 项 角 的 总 和 9 满足 条 件 
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P= LE < rnsm > 3). 


由 上 条 件 得 到 如 下 结果 . 

(1) 当 n = 3,m = 3,9= 7 < 2rx, 

相应 正四 面体 描述 其 对 称 性 的 点 群 , 记 为 工 . 该 群 有 4 个 等 价 3 次 轴 C? .CC 人 、 
CS ,分 别 由 顶点 与 其 对 面 中 心 连 线 得 到 . 它们 应 给 出 9 个 元 素 ,{E,4C},4C3). 同时 4 个 
C， 轴 的 联合 作用 ,得 到 3 个 C, 轴 .T 群 有 12 个 元 素 ,分 4 个 共 罗 类 ,有 3 个 一 维 表示 和 
1 个 三 维 不 可 约 表示 . 

(2) 当 n= 4 一 3,9= Fr<2n, 

相应 立方 体 描 述 的 对 称 点 群 记 为 0. 注意 连结 正八 面体 各 面 心 就 得 到 正方 体 ,两 者 
有 具有 相同 的 对 称 性 . 以 立方 体 而 论 ,O 群 元 素 应 为 4( 每 面 有 巨 ,Ci,Ci,C;) x 6 个 面 = 24 
个 元 素 , 群 元 分 为 5 类 : 

E,4(C},CH),3(C!,C) ,3(C! = C,) ,6tco， 

其 中 C; 轴 为 立方 体 对 角 线 , 有 4 条 ;C, 轴 为 相对 面 中 点 的 连 线 ( 或 沿 相 邻 三 条 楼 的 方 


向 ), 有 3 条 ;C; 轴 为 沿 立方 体 侧面 的 对 角 线 方向 ,如 态 ( 十 让 等 ,有 6 条 . 


注意 ,等 价 的 四 次 轴 转 动 分 为 两 类 .由 1 十 1 十 2 十 3 十 3 一 24 可 见 , 在 O 群 的 
5 个 不 等 价 不 可 约 表示 中 ,有 2 个 一 维 表示 ,1 个 二 维 表示 和 2 个 三 维 表示 . 

(3) Bn = 3m = 4,9= 4r<2r, 

相应 正八 面体 与 正方 体 有 完全 相同 的 对 称 性 . 实际 上 ,正八 面体 亦 可 视 为 球 内 接 正 
方 体 ,其 6 个 面 心 连结 起 来 , 即 构成 正八 面体 的 6 个 正 顶 角 , 因 此 能 使 立方 体重 合 的 对 
称 操作 也 能 使 正八 面体 重合 ;反之 亦 然 . 结论 就 是 正八 面体 相应 的 对 称 群 依然 是 O 群 . 

(Dn= Sm 3,9— Gr< 2n, 

相应 正 五 角 十 二 面体 ,对 称 点 群 记 为 7. 群 元 素 为 60 个 ,分 为 5 个 类 : 

Es10(C},C3) :6(C1C9;6(C3,C3);15(C。)。 

其 中 10 条 等 价 C; 轴 , 为 相对 顶点 的 连 线 ;6 条 等 价 C; 轴 , 为 相对 正 五 边 形 面 心 的 连 线 ; 
15 条 等 价 的 C: 轴 , 则 是 相对 棱 中 点 的 连 线 . 

由 王 十 3 十 3 十 笃 十 于 一 60 可 知 ,在 7 群 的 5 个 不 等 价 不 可 约 表示 中 ,有 1 个 
一 维 表示 ,2 个 三 维 表示 ,1 个 四 维 表示 和 1 个 五 维 表示 . 


(5) n= 3m = 5,9= Sr < 2r， 
相应 于 正三 角 二 十 面体 ,将 正 五 角 十 二 面体 的 面 心 连结 起 来 ,就 是 正三 角 二 十 面 
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体 . 显然 ,描述 正二 十 面体 对 称 性 的 点 群 亦 为 了 群 . 
必须 强调 指出 ,在 三 种 正 多 边 体 点 群 T.O 和 7T 中 ,只 有 O 群 和 7 和 群 才 是 晶体 点 群 ， 
原因 是 7 群 包含 有 在 晶体 对 称 性 中 不 存在 的 Cs 轴 . 但 在 描述 分 子 对 称 性 ,如 最 近 发 现 的 
Cw 及 其 衍生 物 中 ,7 群 却 是 十 分 重要 的 . 
为 便于 了 解 有 关 对 称 操作 和 对 称 轴 的 详情 , 现 将 有 关 多 面体 的 几何 元 素 归纳 于 表 
5.2 中 ,将 有 关 固 有 点 群 群 结构 归纳 于 表 5. 3 中 . 
表 5.2 ”高 次 轴 点 群 相应 多 面体 的 几何 结构 


点 群 符号 名 称 表 面 顶 角 数 棱 边 数 
E 4 个 正三 角形 6 
0 6 个 正方 形 12 
O 8 个 正三 角形 12 
这 12 个 正 五 角形 30 
工 20 个 正三 角形 


表 5.3 第 一 类 点 群 结构 简 表 
不 等 价 不 可 的 ”分解 为 指数 为 < 
pa 包括 各 转轴 个 数 | 。 表示 的 个 数 。 ”| 循环 群 的 | 生成 元 | 的 不 变 
cc [cc 上- 纺 E 绚 = 绚 四 网 E 纺 直 积 子 群 
CI 1 Ci CI 
cl2|l2|1 2 G © 
cs| ss 1 3 €, i © 
cla la 1 4 可 CC 名 
Ci Cs 
Ce|6 6 1 6 Ce Ce Gs 
Dl4|4|3 4 CayC' CC Cs 
D,| 6 3 3 1 2 1 CC CC Cs 
Di|18 5 4 人 4 1 CC G'sisC's CoD;: 
Dh | € 6 1 4 2 CeC' CC CevDy 
SU TS 3 1 CisCs| CC: 
O | 24| SN -4 地 二 CS ry 
"| 00 5 | 10 6 L 2 1 1 


* 其 中 了 群 不 属 晶体 点 群 , 表 中 还 漏 列 6 个 Cs 轴 - 
4. 第 二 类 点 群 


第 二 类 点 群 的 表示 矩阵 的 行列 式 值 为 一 1, 就 是 包括 反射 元 素 的 旋转 点 群 . 基于 第 
一 类 点 群 的 结构 分 析 ,研究 第 二 类 点 群 的 结构 与 分 类 . 
我 们 已 经 知道 O(3)/SO(3) 一 C;( 反 射 群 ) 二 (EE, 四 ,其 中 巨 为 恒 元 ,i 为 反射 操作 . 
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0(3) = 50(3) @C; = 50(3) 四 iSO(3), 其 中 SO(3) 即 为 固有 ( 纯 ) 转动 群 ,i、{R(G3)} 
则 为 (3) 的 正规 子 群 SO(3) 的 陪 集 ,SO(3) 为 O(3) 的 指数 为 2 的 正规 子 群 , 即 第 一 类 
点 群 . 

设 G 为 第 二 类 点 群 ,将 它 如 下 分 解 G = HU iF,H Nn iF = @, 其 中 集合 太 与 只 
包含 正规 (固有 ) 转动 。 

(1) 当 iE€ G 时 ,第 二 类 点 群 称 为 了 型 第 二 类 点 群 . ~ 

由 于 有 CG,F CG, 用 i 左 乘 G= HUiFHNiF=8@, 则 G=iHUF, 知 H 
三 二 50(3).G 一 互 因 Ci 其 中 五 为 第 一 类 点 群 , 即 7 了 型 第 二 类 点 群 由 第 一 类 点 群 与 
反射 群 的 直 积 构成 ,其 不 可 约 表示 为 第 一 类 点 群 与 C, 群 不 可 约 表示 的 直 积 . 

(in = 偶数 . Cw = C. 四 Ci,Du = D,@C;. 对 于 晶体 点 群 ,n 二 2,4,6, 下 标记 表示 
有 垂直 于 偶 次 轴 的 反射 面 . 第 二 类 点 群 的 群 元 素 是 相应 第 一 类 点 群 的 2 倍 . 

(ii)n 一 奇数 . Su = G, @ Ci,Dw = D, @ Ci. 对 于 晶体 点 群 ,n = 1,3. 其 中 n= 1， 
对 应 的 Cw 二 5, 二 (E,),Ds = {E,o) ,这 里 d 表示 群 中 包含 通过 主轴 (或 k 轴 ) 的 平面 
的 反射 . 这 两 个 点 群 不 包含 主轴 ; 称 为 无 轴 点 群 , 当 n 二 3 时 ,5s; 二 Cs = C;@C;,Dy = 
D; @ Ci, 元 素 比 相应 第 一 类 点 群 增加 一 倍 ，, 即 2n 个 . 

Gii) 第 二 类 多 面体 点 群 ,T= 了 @Ci,O, = 0O@ Ci, 若 不 限于 晶体 群 ,还 有 太一 了 
加 CG..T, 群 的 对 称 性 可 以 用 图 5.16 所 示 立 方 体 表 示 . 其 中 面 平分 4 个 Cs 轴 . 3 个 等 价 
的 wm 面 都 通过 正方 体 中 心 , 且 垂直 于 3 个 C; 轴 . 有 24 个 群 元 素 . 0, 群 的 对 称 性 可 以 用 
图 5. 17 所 示 立 方 体 来 表示 . 注意 其 中 ov 与 mw 与 7 的 异同 .此 时 3 个 C, 轴 取代 7 群 的 
3 个 C: 轴 . 7, 群 有 48 个 元 素 . 

1 群 为 晶体 点 群 以 外 的 点 群 . 以 与 0, 群 相似 的 方法 引入 o 面 ,共有 120 个 元 素 . 其 
不 可 约 的 最 高 维 为 五 维 . 

Ca(z) 


图 5. 16 T* 对 称 性 图 5.17 O, 对 称 性 


(2) 当 i & G 时 ,相应 点 群 称 为 p 型 第 二 类 点 群 . 可 以 证 明 ( 见 问题 3), 其 构造 方法 
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是 从 第 一 类 点 群 M 出 发 , 遍 取 所 有 阶 数 为 其 一 半 的 所 有 子 群 有, 按 如 下 方式 构造 G 一 
五 U i(M 一 媚 ), 即 可 得 到 户型 点 群 : 

Su =C,UiC。 一 C.) = C, U iC%C.,n 一 偶数 ， 

Cuw=CUiC。 一 C.) = C. U iC%Ci,n = 奇数 ， 

C» = D, U i(D», — D.) = D; UY oC.,n = 2,3,.%", 

Cw = D, U i(D», — D,) = D, U iC, Dn = 偶数， 

Ti.=TUiNO-T)=TUiC',T, 
其 中 Cu 群 中 ,反映 面 oC, 轴 , 且 通过 C, 轴 ,Cw E oC E€ Cu 一 1， ,nn 一 1). 

可 以 证 明 ,C, 与 D; 同 构 ( 见 问题 4);7Ts 群 的 对 称 性 可 见 图 5. 18. 
Cc) 


Cla) Cys, 


图 5.18 Ta 对称 性 


其 中 荆 群 的 4 个 顶 角 为 a.6.c.d,4 条 立方 体 对 角 线 就 是 C; 轴 ,3 条 对 面 中 心 连 线 就 
是 C, 轴 . 可 以 证 明 ,Tv 群 同 构 于 O 群 .其 他 符号 的 意义 ,前 文 均 已 交代 清楚 . 

总 之 ,p 型 第 二 类 点 群 与 相应 的 第 一 类 点 群 同 构 . 实际 上 ,由 前 者 可 以 构造 后 者 ,由 
后 者 亦 可 构造 前 者 ,即将 第 一 类 点 群 的 任 一 指数 为 2 的 正规 子 群 作 为 固有 子 群 ,然后 将 
其 陪 集 元 素 分 别 乘 以 i, 即 得 到 非 固有 转动 ,由 此 可 以 得 到 与 原来 p 型 第 二 类 点 群 同 构 
的 第 一 类 点 群 . 


习题 5.4 


1. 在 直角 坐标 系 中 表示 出 

(1)D; 群 所 包含 的 所 有 转轴 的 方向 . 

(2)O 群 各 转轴 的 方向 ,并 指出 构成 其 子 群 了 的 转动 变换 . 

2. 证明: 了 群 的 所 有 元 素 都 可 以 唯一 表示 为 子 群 C4 和 D, 的 对 应 元 素 之 积 . 

3. 证 明 : 对 开 定理 , 即 G = H Ui(M 一 H). 

[提示 :在 G= 二 HUiF,HNiF=@ 中 ,应 有 HNiF= 名 ;否则 ,WYgEHN 
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iF ig € iF C Gigg =i€ G. 设 YV hE€ HH, 有 det Pu) =+1,H 为 G 的 子 群 ， 
其 阶 设 为 加 . 设 Vf/.,fsE€ 下, 由 hivih。E€ G=>hhsE€ ,hoh; E F. 令 hh 遍及 互 , 则 nn 过 
飞 ( 集合 元 素 个 数 ). 又 由 二 “jp = 大户 EG, 且 太太 人 五 ,此 式 对 下 中 所 有 元 素 成 立 
二 Wy 太 芭 ,所 以 mw 二 nj. 设 M 二 HUF, 由 hf,.EFCMhhCHRIfrE HCM, 
故 知 MM 为 群 , 且 为 第 一 类 点 群 ,不 含 i, 故 不 同 于 G. 于 是 F=M 一 HH.] 

4. 证明:C。 同 构 于 D; 群 . 

[提示 :只 要 有 一 个 5 通过 C, 轴 , 必 有 个 a, 面 通过 C, 轴 , 且 C, 轴 变 为 双向 轴 二 C4 
与 Ci* 同类 .为 奇数 时 ,与 D, 轴 C; 轴 一 样 ,n 个 o, 面 属于 同一 类 . 

7 为 偶数 时 ,n 个 a, 面 分 为 两 个 等 价 类 . 于 是 C., 群 中 个 o, 操 作 与 DD, 群 的 个 C。 
轴 操 作 可 以 建立 一 对 应 的 映射 : 


了 5 六 
1 类 E E 
2 类 SCGD 3(CHC9) 
3 类 3(S1,SD) BGC 
4 类 3(S1 = CH) 3(C?) 
6% 宇 0 6(C,) 


由 CIE G,C; € G=>5, = Cwm. 当 n 二 偶数 时 ,ao 与 CCC' = oCto), 等 价 于 C 有 (Cio,)? 
E GCC 一 Ce € G, 即 5;, 的 像 转轴 包含 了 C, 的 正规 转轴 . 当 )” 为 偶数 时 ,S; = Co 
三 记 , 为 nn 阶 循环 群 ; 当 为 奇数 时 ,5; = Cia; = o 天 匹 , 为 2n 阶 循环 群 .S, 宕 Cao. ] 

6. 试 证 :7T。 宇 O 群 . 

7. 设 G 为 多 面体 群 ,利用 对 开 定理 ,构造 p 型 第 二 类 点 群 . 

[提示 :7 群 与 群 无 指数 为 2 的 子 群 .O 群 令 矿 = 了 T, 则 O 一 T= CIT, 即 O = 也 
田 Ci7 ,第 二 类 点 群 M=T@iCIT.] 

8. 设 G = Cu, 利 用 对 开 定 理 构造 M. 

[提示 : 令 忆 = (已 ,C5，C2-3)} 一 C 则 G 一 妃 = Cw 一 C==Ch…C,, 故 M 二 
C, 四 iC4&C,, 当 为 偶数 时 ,M 二 5,; 当 为 奇数 时 ,M = Cu.] 


§5.5 晶体 点 群 


晶体 的 结构 的 平移 不 变性 ,限制 只 及 二 1,2,3,4,6 次 转轴 (主轴 和 像 转轴 ) ,结果 
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使 得 晶体 点 群 只 有 32 种 ,分 为 7 大 系列 . 
在 $ 5. 3 节 , 我 们 知道 晶 格 矢量 可 以 表 为 1 一 > La = La 十 Las 十 Gas 


晶体 中 任意 位 矢 r, 在 所 谓 基 本 平移 r 一 r 十 1 下 ,晶体 结构 具有 不 变性 , 且 {4, ,l,ls} 
集合 生成 布 拉 菲 点 阵 ,1 称 格 矢 . 晶体 点 群 是 晶 格 的 布 拉 菲 点 群 的 对 称 群 , 它 可 以 描述 晶 
格 点 阵 的 对 称 性 、 宏 观 对 称 性 ,但 一 般 说 来 并 不 是 晶体 点 阵 本 身 的 对 称 群 . 


试 考虑 布 拉 菲 格子 (图 5. 19) ,七 种 晶 系 如 下 : 
(1) 三 斜 系 . 布 氏 格子 中 ,a 闫 qs 关 as, 且 < 天 有 关 A = 
7. 相应 点 群 C 和 C, 只 有 简单 三 斜 系 (P) 一 种 ， S| 


(2) 单 斜 系 .au 关 as 关 qs, 但 a 关子 ,8 二 7 二 ee 


去 ( 正 交 ). 相应 点 群 C:.Cw 和 C, = {E,0). 除 简单 单 斜 
式 (p) 外 ,还 在 上 ,下 面 心 有 点 阵 , 称 底 心 单 斜 晶 体 (C). 
(3) 正 交 系 .qi 关 四 关 ova 一 有 一 7 一 于, 对 应 点 群 Da(8)( 这 里 8 表示 包含 8 个 


元 素 , 下 同 ).D:(4) 和 Cs,(4). 正 交 系 又 包括 简单 正 交 (P)、 底 心 正 交 (C)、 体 心 正 交 (7) 
和 面 心 正 交 (F) 等 .对 于 C:, 还 有 侧 心 正 交 (4). 


(4) 三 方 系 :a = os = ai, 且 ea 一 8 一 7 一 弓 , 对 应 点 群 C3C3) ,C16) .Di(6)、 
Duw(12) 和 Se(6). 只 有 简单 三 方 (R) 一 种 . 

(5) 四 方 系 .a 一 0s 关 as.4 二 二 7 二 训 , 有 简单 四 方 (P) 与 体 心 四 方 (1) 两 种 .对 
应 点 群 C,(4) ,Ci.(8)、D,(8)、Dw(16) ,Ci(8) .Dw(8) 和 S,(4). 


图 5.19 


(6) 六 方 系 .qi 二 qi 关 qs, 且 a 一 一 六 ,7 一 子 , 对 应 点 群 Cs(6)、Cu(12)、Ca(12)、 
Cu(6)、Ds(12)、Dss(24)、Css(12), 只 有 简单 六 方 (P) 一 种 . 


(7) 立方 系 .wa = 二 a 二 as, 且 a 二 B=7= 到 ,对 应 点 群 T(12)、.T,(24)、Ts(24)、 
O(24) 和 ON(48) ,包括 简单 立方 (P)、 体 心 立方 (1)、 面 心 立方 (F). 

全 部 七 种 晶 系 具体 结构 见 图 5. 20, 细 分 又 有 14 类 ,其 中 包括 32 种 点 群 . 

图 5. 20 中 符号 已 .人 4 与 等 的 含义 是 不 同 平移 . 相应 的 平移 变换 记 作 帮 },}.} ,这 
样 变换 构成 的 平移 群 记 为 Tv 整个 平移 群 记 为 76. 7 是 Ti 的 不 变 子 群 . 根据 矿 形 式 , 将 
平移 群 分 为 以 下 四 种 类 型 : 

(1)P: 原 始 平移 群 ， 

Ti=T, 
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(2)7: 体 心平 移 群 ， 
Ti 一 
(3)4.B 和 C: 底 心平 移 群 : 
A:Tr = THE,T, ,4B:T, 一 Ti 人 (下 C:T7 = TAHE, TY.4.0). 
(4); 面 心平 移 群 ， 
Ti = TAE, TT d Tho). 
图 5. 20 这 些 平移 群 与 晶 系 结合 起 来 ,形成 14 种 晶 格 类 型 ,或 布 拉 菲 格子 . 这 些 平 
移 群 与 相应 点 群 配合 ,形成 73 种 简单 空间 群 . 所 谓 简 单 空 间 群 , 系 指点 群 是 其 子 群 的 空 
间 群 .对 于 一 般 空间 群 ,可 以 证 明 , 共 有 230 种 , 它 描 述 了 所 有 可 能 的 晶体 的 对 称 结构 . 
其 详情 可 参见 一 般 固体 物理 或 晶体 结构 的 书籍 . 


a=p=y a= p= y=90° 


图 5.20 七 种 晶 系 结构 (14 类 结构 说 明 ) 


表 5.4 列 出 32 种 点 群 的 结构 ,图 5. 20 列 出 了 14 种 布 拉 菲 格子 基 矢 的 配置 ,我 们 可 
以 直观 了 解 其 几何 结构 . 在 表 5. 5 中 则 列 出 32 种 点 群 的 特征 标 ,以 备查 阅 . 
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表 5.4 32 种 点 群 结构 
非 固 有 点 群 
点 群 分 解 为 循环 | 指数 为 二 的 己 型 (不 含 刀 了 型 ( 含 7 
群 的 乘积 | 不 变 子 群 点 群 循环 群 乘积 点 群 循环 群 乘积 
G, [on G © 
Cs Ss 可 Ci wh Ch COs 
Cc, C， Cys Cy 
C, C, C: 5, Cw 让 
wy 0 [eA CH Cu CC 
D; Ge Cs Co Dy», Cor 
D; CC 人 Cu Dy CyC': 
Cc, Cuw 
D, CO's D, Da (V2) Ds Du GCC 
Cs Cu Cec 
D, D» Coach Dw CC 
CiC's 
CC'sC', T, C'yCsC's 
Ws O, CyCC 


表 5.5 32 种 点 群 特征 标 


Ly 
CulE SS SS Ss Ss 
x|1 和 
La en 
lh wi Cw 1 a 
Ws 
EN 1 
IT- = 一 好 w 
w 


= exp(— i2x/6) 


E Ci(2) C',(3) 
E Cs(2) C',(3) 


Wn 1 i 
1 了 
i 0 
Cr | 及 
和 于 


"202 群 的 结构 与 对 称 性 
DIE 可 CE Cz) CHON D, | EC CH2) Cusy Ch Outs) 
DlE CCAD TC Ce |E G Ci2) Cel2) C',(3) CC3) 
Dy|E ‘Si Si(2) Ca(2) C"(2) Ds |E °C SHH2) Si(2) C'(3) CC3) 
El 1 1 1 1 w|i 1 1 1 1 1 
| 1 1 -1 -1 i 1 1 一 1 -1 
3 和 Y= 1 三 1 | 1 一 3 Lt 
这 州 半 1 = 一 习 1 Wi li 1 -1 -1 | 
基 小 环 和 二 和 0 0 0 允 ‖ 2 2 -1 一 ! 0 0 
a Es 1 0 0 


已 


C:(3) C3(4) C3(4) O|E C8) Ci3) C"(6) C,(6) 


x|1 a 1 了 | 已 C8) Si3) C"(6) S$,(6) 
hi Lr 区 | 1 1 1 1 
让 | 有 3 和 全 上 妇 | 1 1 一 1 一 1 
到 和 5 一 二 1 第 一 者 站 | 多 = 2 0 0 
上 一 exp( 一 i2r/3) 汪 攻 ， 0 一 1 1 一 1 
x|3 0 -1 -1 a 


晶体 结构 对 称 性 决定 晶体 的 物理 性 质 ,因此 晶体 点 群 .空间 群 有 许多 重要 应 用 . 
例 5.5.1 证 明 :立方 唱 系 的 介 电 常数 为 标量 . 
设 介 电 常数 张 量 为 spCa,B = 1,2,3， 即 xz,y,z), 则 一 般 应 有 
D,.= p37 
Bel 
不 失 一 般 性 ,选择 坐标 ,使 E = Ej( 沿 y 轴 ), 则 
D.= Deskdn = enaE = EsE(a 一 工 ,yz)。 
mp 
以 y 轴 为 转轴 , 作 CI 操作 := 一 = =z,z 一 z= 一 z, 故 D', = D.,D'. = 一 D,. 由 
于 C, 不 变性 ,应 有 D', = D,,D'. = D., 由 此 推 知 
ty = cy 和 ee 一 一 ev 一 exy = eey = 0. 
再 使 外 场 已 沿 = 轴 和 工 轴 方 向 作 类 似 分 析 , 可 知 se- = ee 一 ex 一 ee 一 0, 即 en 所 
有 非 对 角 元 素 为 零 . 
取 巨 沿 立方 体 对 角 线 (C; 轴 ) , 则 给 出 


1 1 


ED ED, LD 
3 3 3 


作 C3 和 CS 操作 ,并 计 及 Cs: 不 变性 , 即 
D',=D,,D",= D.,D,= D',= D 一 了 .= 也 = D., 


E,= E,= E.= 1 


Es 
3 
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即 er 一 ev 一 ee 一 6 
例 5.5.2 求 O 群 的 特征 标 . 
O 群 有 24 个 元 素 ,6 个 2 次 轴 ,4 个 3 次 轴 ,3 个 4 次 轴 .O 群 的 5 个 类 记 为 1、6C;、8C;、 


6C4、3C4. 5 个 不 等 价 不 可 约 表示 的 维 数 由 ps 一 24 得 4 一 4=14 一 2 一 4 一 3. 


(如 中居 思 一 4 一 1,2,3,4,5), 且 X(E) = 1(i 二 1,2,3,4,5), 即 特征 标 表 第 一 行 
第 一 列 已 经 算出 . 
注意 关系 ， 
Gi= EL 名 (C) 了 一 MX (E) = 1, 得 X89"(C:) = 士 1， 
Gi=E*MPCD = 1 = IX = let, 
CIC = CX COXP CY = XP (CY) 
一 Xe2(CD = [XPCIF = 1 
由 于 XiPxi? 二 0, 有 


i 


XC) = IX (C2) =— 1,XP(C1) = 1. 


5 5 
由 于 XD sD 一 0 2 XpoXin 一 0， 
各 


将 两 式 相 加 、 相 减 分 别 得 
2 + 82(C9D + 3 (CD = 0XSCCD + XH CH) = 0， 
即 x CD = 一 二 一 六 (CD ,xP (CD =— x (CD. 


代入 (Xx) 二 g 二 24, 经 整理 有 
12[x8" CD 了 十 寺 [1 + 访 x*(CDY + 3[x" CDTY. 
但 由 于 C = 了 ,Ct = 7, 得 
MX (Ci) 一 0, 士 2,X2(C? = 0, 士 2 (二 维 表示 ). 
又 由 前 面 方程 的 约 东 ,给 出 XY(C3) = 0,X 人 9(C?) = 2. 由 此 又 定 出 
XCI) = 1X (C1) = 0. 
再 计算 三 维 表 示 . 由 


s 6 
0 
Et 各 


5 5 
DN = 0 X= = 2 
[a ft 
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3 十 8X2(CH + 3X8 (CH) = 0， 

XCD + Xeo(CbD = 0， 

3 一 4 (CD + 3 C1) = 0， 

9 + 12[X? (CD + 3= 24, 
得 


XCHY) 三 一 1 
Xio(Ci) =— XI CH. 
因而 ,x (C,) = 土 1( 正 好 对 应 两 个 三 维 表示 ). 
O 〇 群 特征 标 表 见 表 5. 6 所 示 。 


表 5.6 0 群 特征 标 表 Xi 


js 一 0， 


1 2 3 4 5 
{E} {6C4} {8C!} {6C!} 13C 引 ) 
1 1 1 1 1 
1 = 1 oh 1 
2 0 el 0 2 
3 一 1 0 1 一 
3 1 0 ek 和 
问题 $5.5 


1. 计算 群 0, = O @C, 的 特征 标 表 . 

[提示 见 表 5. 7] 

2. 求 出 O 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 . 

[提示 :两 个 一 维 表示 即 例 5. 5. 2 所 给 出 的 特征 标 . 取 O 的 正规 子 群 N = 17,3C?)， 
其 商 群 O/N 的 阶 数 = 6, 且 O/N = (N,C';N,C"N,C",N, CN,CIN},D, = {E,C',, 
C"%，C"s,C3,C3). 就 是 由 群 O 到 子 群 D, 的 同 态 映射 ,VEE Ds,Y gN € O,gN > g(4 
1). 

我 们 试 由 D; 的 不 可 约 表示 ,通过 同 态 映射 ,构造 O 群 的 不 可 约 表示 .O 的 生成 元 可 
取 Cs 和 C:, 其 中 C: 轴 与 C: 轴 相 邻 . 由 于 C: 一 CT2C4C3, 有 O 群 的 二 维 表示 

TC 一 OCTOTOMKC TCD 
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表 5.7 群 0 的 特征 标 表 


A 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Di) | 本 ji 3ci | i | gic, | gic, | eic, | aici 
YP Li 3 1 1 1 a 和 2 i 
和 1 1 入 1 1 。=% 二 = ra em 和 
w l= 1 a: 1 1 a 1 cay » 
og 1 ek 1 ~ 1 和 和 wi 1 eH 
cg 3 0 ~ 0 2 2 0 -1 0 2 
3 2 0 a 0 ci 去 温 0 中 0 一 时 
bp 3 ~ 0 1 一 1 3 | 0 1 bo 3 
x 3 -1 0 1| -1| -3 1 of -1 1 
Fd 3 1 0 mt | -= 3 0 = hh 
ad 3 1 0 ww wl waa a 0 1 . 


[提示 :利用 X(OF = XC0)XCCD). 实际 上 所 有 第 二 类 点 群 均 可 用 此 法 得 到 . ] 
考虑 到 同 态 映 射 TC?) 一 下 一 PCC59). 但 Pi 兰 Cu, 其 二 维 表示 


本 
roccy = |1 °), recy = 2 2 小 
Rs A 
2 2 
O 〇 群 的 三 维 表示 由 自然 基 可 得 . 自然 表示 是 不 可 约 的 , 取 C; 轴 为 角 O-y-= 平分 线 ， 
C; 轴 为 O-z-y 的 平分 线 , 易 得 
= 从 OU 
TO(Ci) 一 © 0 100D 二 11 0 0 
0 3 四 0 了 心 


至 于 另 一 个 三 维 表示 ,可 由 特征 标 表 X9 = Xe2X 得 到 Te 一 Xe 
六 ”生成 元 矩阵 


1 0 0 | 
Te(CCi) 一 |0 0 —1|,T®(CY)= |1 0 0|. 
和 0 ,WA | 


原则 上 所 有 点 群 的 表示 均 可 用 此 法 得 到 . ] 

3. 求 出 O, 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 . 

4. 设 克 三?/ 为 哈密 顿 算 符 中 与 角度 相关 部 分 ,有 
uYin(0,9) = + DYia (0,9), 
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其 中 Yum(,J 为 球 谐 函 数 ,! = 0;132 gm 二 一 Le 一 1,0,1，… Ym(0,9) 实际 上 
为 SO(3) 群 不 可 约 表 示 {T"(g)) 的 24 十 1 个 正 交 归 一 基 矢 , 请 将 {T"(g)} 按 D; 群 约 
化 . 
[提示 :在 晶体 场 中 ,离子 谱 项 分 裂 问题 广泛 碰 到 此 类 约 化 问题 . 
[T® (8g)], = en ,py 一 1,2… 2 十 1)， 
故 特征 标 


sin( 十 地) 


sin 了 
对 于 Ds:E=>a 一 2r,X0(2r) 一 2 十 1 
一 1 ((! 为 奇数 )， 
C i I -| 
2(3)>a = x,XO A) sin( 了 十 Lxr) 十 1 《为 偶数 )， 


CC2)=a = 土 凶 x， 


我 2u + 工 l, l= 3m, 
Xo( 士 全 m) = | 三 1=3m+1, 
sin( 土 m) ES 
总 结 这 些 结果 , 即 得 表 5. 8. 其 中 症 .与 刀 为 Pw(g) 的 2 个 一 维 表示 和 1 个 二 维 
表示 ,而 a .az 与 < 则 为 D, 的 2 个 一 维 表示 与 1 个 二 维 表 示 . (Fw(g。)} 实际 上 有 无 穷 多 
个 不 可 约 表示 .SO(3) 是 连续 群 . 


表 5.8 SO(3) 群 表示 按 D, 约 化 


示 {tFw D. 
人 表示 {Tw) 约 化 的 结果 

L {E) |{C302)) | {CC3)} SO(3) D, 
0 1 1 1 n, a 
下 3 0 | T,.@T, aOE 
5 = 1 TO2T, a@2e 
3 7 1 —1 Tr,®2r,@®2r, a D2a D2e 
4 9 0 1 2 ® T: ©@® 3T, 2a Da D3e 
5 11 一 1 一 1 T, ©® 2r;:® 4T, aM2aBie 
6 13 , 1 3 田 20: 四 4 3a 四 2a: 四 4e 
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注意 ,其 中 应 用 到 约 化 公式 m, 二 士 DX 人 (gx C8).] 


5. 设 及, 二 一 大 V: 一 eV (7) ,其 中 Vr) 是 妹 面 对 称 势 .如 果 有 微 扩 势 六 一 一 eV'， 
其 中 Y 具有 D 对称 性 .求全 对 及 ,的 本 征 态 。 = 1,S 的 能 级 简 并 度 的 影响 

[提示 :利用 上 题 结果 ,1 一 1,7" = T@Tt 一 5.7 = @ 2T:@ 4T,.] 

6. 请 将 SO(3) 的 不 可 约 表示 T” 按 O 群 和 O, 群 约 化 . 

[提示 : 先 计算 0.0, 的 特征 标 . ] 


第 6 章 Galois 群 及 其 应 用 


本 章 介绍 19 世纪 以 来 代数 学 的 主要 研究 内 容 , 即 “近世 代数 ”( 或 “抽象 代数 ”) 的 
最 初 思想 源泉 一 一 Galois 理论 . 它 既是 应 用 多 学 科 知识 解决 重大 数学 难题 的 范例 ,也 是 
代数 学 发 展 史 上 的 一 个 里 程 碑 和 转折 点 .19 世纪 初 , 挪 威 数学 家 Abel 证 明了 五 次 以 上 
的 方程 没有 一 般 求 解 公式 . 法 国 数学 家 Galois 给 出 了 一 个 给 定 方程 有 求解 公式 的 判别 
准则 ,提出 了 “ 群 ”及 “可 解 群 ”等 新 的 概念 . 他 把 方程 有 无 公式 解 的 问题 转化 为 相应 的 
群 是 否 为 可 解 群 的 问题 . 他 解决 这 一 重大 数学 问题 的 思想 及 方法 ,后 人 称 为 Galois 理 
论 . 德国 数学 家 Dedekind 等 人 系统 阐述 和 整理 了 Galois 的 理论 ,开始 注重 抽象 的 代数 
结构 的 研究 . 从 此 之 后 ,这 些 研究 逐步 形成 代数 学 研究 的 主流 . 

本 章 讨论 经 典 的 Galois 理论 ,因而 讨论 的 域 扩张 均 指 有 限 扩张 . 内容 包 括 Galois 理 
论 的 基本 定理 ,方程 可 用 根 式 解 的 判别 准则 以 及 Galois 理论 的 初步 应 用 , 旨 在 使 学 生 欣 
党 并 了 解 Galois 理论 的 优美 数学 思想 ,了 解 某 些 世 界 性 的 数学 难题 是 如 何 利用 Galois 
理论 得 到 解决 的 ,同时 也 对 有 限 群 论 和 域 论 这 两 个 代数 分 支 的 联系 有 进一步 的 认识 . 


8$ 6.1 代数 方程 解法 概述 


1. 关于 什么 是 代数 学 的 历史 观点 


关于 什么 是 代数 学 以 及 代数 学 的 基本 问题 是 什么 这 两 个 问题 的 观念 ,在 代数 学 的 
发 展 史上 有 两 次 改变 :一 次 是 在 19 世纪 的 前 半期 , 另 一 次 则 发 生 在 20 世纪 初 ,从 而 把 
代数 学 的 发 展 史 相应 地 分 为 三 个 时 期 ,代数 学 的 历史 不 同 于 解析 几何 与 数学 分 析 的 历 
史 , 后 者 由 它们 的 创始 人 一 一 笛 卡 尔 \ 牛 顿 ,. 莱 布 尼 欧 等 奠基 后 ,虽然 有 进一步 的 发 展 ， 
甚至 用 大 量 的 新 内 容 来 补充 它们 ,但 是 它们 的 本 来 面 和 貌 在 原则 上 却 没 有 大 的 改变 . 而 代 
数学 在 其 发 展 的 三 个 历史 时 期 内 ,人 们 曾 把 三 个 很 不 相同 的 东西 理解 为 代数 学 . 

法 国 数学 家 韦 达 与 笛 卡 尔 引进 了 字母 表示 法 . 从 这 个 时 候 开始 ,人 们 把 代数 看 成 是 
关于 字母 计算 、 关 于 代数 式 的 变换 以 及 代数 方程 等 的 科学 . 在 那 时 ,整个 数学 ,无 论 是 几 
何 学 还 是 数学 分 析 都 被 叫做 代数 学 ,这 就 是 关于 什么 是 代数 学 的 第 一 个 观点 . 欧 拉 的 著 
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作 《 代 数学 引 论 》 特别 明显 地 体现 了 这 一 点 . 

在 18 世 纪 末 及 19 世纪 初 ,代数 方程 的 解法 问题 被 认为 是 代数 学 的 中 心 回 题 . 16 世 
纪 意 大 利 数学 家 求 出 了 解 三 次 及 四 次 方程 的 一 般 法 则 ,但 在 长 达 近 300 年 的 时 间 里 人 
们 没 能 找到 五 次 方程 的 解法 . 在 这 段 时 间 里 ,围绕 着 这 个 问题 数学 家 们 进行 了 艰苦 的 努 
力 ,建立 了 大 规模 的 复杂 理论 . 19 世纪 中 叶 谢 尔 把 代数 学 看 成 是 解 代数 方程 的 理论 ,这 
就 是 关于 什么 是 代数 学 的 第 二 个 观点 . 

19 世纪 后 半期 ,由 代数 方程 联 立 理论 而 产生 的 群 论 迅速 发 展 起 来 ,由 于 物理 学 等 
学 科 及 数学 本 身 的 需要 , 越 来 越 多 地 要 研究 一 些 元 素 (这 些 元 素 已 不 是 单纯 的 数 ) , 随 之 
很 自然 地 要 研究 这 些 元 素 的 运算 ,但 这 些 运算 却 具有 不 同 于 普通 数 的 运算 规律 . 例如 向 
量 \ 矩 阵 ` 张 量 , 旋 量 , 超 复数 等 ,这 些 量 都 是 用 字母 表示 的 ,不 同形 式 的 量 的 运算 规律 也 
不 同 . 这 些 量 的 某 个 集合 对 于 给 出 的 运算 以 及 这 些 运算 满足 某 些 规律 ,组 成 了 某 一 个 代 
数 系统 . 

代数 学 的 中 心 问 题 就 是 研究 各 种 代数 系统 ,如 群 、 环 \ 域 .代数 、 格 等 . 这 就 是 什么 是 
代数 学 的 第 三 个 观点 :研究 各 种 代数 系统 的 数学 分 支 , 即 公理 化 的 或 抽象 的 代数 学 . 


2. 代数 方程 解法 的 历史 概述 


如 上 所 述 ,代数 方程 的 解法 曾 在 一 个 时 期 (18 世纪 末 及 19 世纪 初 ) 被 认为 是 代数 
学 的 中 心 问题 ,下 面 就 这 个 问题 再 作 专 门 的 叙述 . 

我 们 知道 , 形 如 邓 十 az 一 十 asz 二 十 …… 十 ai 十 au 一 0 的 方程 叫做 一 元 ”次 
方程 ( 当 最 高 次 项 系数 不 等 于 1 时 可 以 用 它 除 方程 的 两 边 而 化 成 这 种 形式 ), 其 中 w， 
ay，…a, 是 某 数 域 上 给 定 的 数 ,叫做 方程 的 系数 . 

对 于 一 元 一 次 及 二 次 方程 ,在 阿里 . 花 刺 子 模 的 著作 中 已 记 有 一 般 解法 . 其 解法 公 
式 相当 简单 ,初中 代数 教材 中 都 有 关于 它们 的 叙述 . 

关于 高 于 二 次 的 方程 的 解法 ,1541 年 ,意大利 数学 家 塔 里 塔 利 亚 得 到 了 三 次 方程 
的 一 般 解法 . 一 元 三 次 方程 的 解法 如 下 ， 

设 一 元 三 次 方程 十 ay* 十 by 十 c= 0. 

令 y 三 z+ 一 a/3, 得 如 十 pz 十 g 二 0, 这 样 , 任 何 三 次 方程 都 可 以 化 成 不 含 平方 项 
的 三 次 方程 (z 十 px 十 g 二 0). 设 z==w 十 v, 所 以 z= (十 0)? = 十 vi 十 3uv(u 
十 臣 , 即 z 一 3uvz 一 (ww 十 妇 ) 二 0, 比较 系数 得 ,Ww 十 二 一 gq,3uv 一 一 户 , 即 z 十 
丰 二 一 gvww 二 一 户 /27, 由 此 可 知 ,w'ww? 是 二 次 方程 z? 十 qz 一 户 /27 二 0 的 根 ,所 以 


ng a I My 
i 2 4 +27 


每 一 立方 根 有 三 个 不 同 的 值 , 原 可 得 出 九 种 可 能 ,但 因 wuv == 一 p/3, 所 以 仅 有 下 面 
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其 中 cos 下 二 isin 至 一 一 二 十 3io —— = Es; 
当 解 为 实数 时 ,可 以 分 下 面 四 种 情况 来 讨论 : 
Daq/4+ Pp /27 < 0; @q/4+p/27>0 有 p<0; 


@q/4+ p27>0 且 p>0; @q*/4 十 /27 = 0. 以 下 从 略 . 
由 于 当时 还 没有 虚数 的 概念 ,所 以 塔 里 塔 利 亚 的 公式 仅 限于 


3 
和 
三 次 方程 解决 之 后 ,自然 又 提出 了 四 次 方程 解法 的 问题 ,下 面 我 们 介绍 四 次 方程 的 
解法 . 
设 四 次 方程 
多 十 ao 十 ay 十 ay 十 ai = 0. 
令 y= 二 一 a1/4, 得 x!' 十 pr 十 qz 十 r= 二 0， 
其 中 p= 一 3/8af 十 as,q 二 1/8a? 一 1/2aias 十 assr 二 一 3/256a? 十 1/16afas 一 1/4aiay 
十 ai 
因为 < 十 pr 十 qz 十 7 二 (x 十 p/2 十 ao)* 十 qz 十 r 一 Pp/4 一 0 一 2az: 一 pa, 
所 以 方程 可 化 成 
(zx? 二 Pp/2 二 a)* 一 [2ar: 一 gz 十 (2 十 pa 一 r+ 十 p/4)]=0 (*) 
方程 2az? 一 gz 十 (十 pa 一 7 十 户 /4) = 0 的 判别 式 为 
A=g—4X2a(at pa—r+p/4)], 
令 A 二 0, 即 g? 一 4 X 2ale 十 pa 一 rr 十 p:/4)] = 0， 
此 为 关于 “的 三 次 方程 , 设 wm 为 它 的 一 个 根 , 则 对 于 a 方程 (x ) 左边 为 完全 平方 
式 , 即 


2az: — gr + (e+ pa—r+p/4) = 2alz — g/4a0):, 
于 是 上 面 方程 可 以 化 成 ” (xz? 十 p/2 十 a)? 一 2ao(z 一 g/4a0)? = 0， 
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此 方程 可 分 解 成 两 个 二 次 方程 ; 
2 pL 
Zz? 十 V2ao 十 | Zt a 
解 这 两 个 方程 , 便 可 求 出 方程 的 解 , 从 而 得 到 四 次 方程 的 解 . 
上 面 的 解法 是 由 意大利 数学 家 费 拉 里 首先 发 现 的 , 故 称 之 为 费 拉 里 解法 ”. 
法 国 数学 家 拉 格 朗 日 在 1770 一 1771 年 所 发 表 的 论文 (关于 代数 方程 解法 的 思考 》 
中 讨论 了 二 次 ,三 次 及 四 次 方程 的 解法 . 拉 格 朗 日 的 推导 与 先前 的 意大利 学 者 不 同 ,后 
者 对 每 种 情况 都 是 针对 其 方程 的 特点 而 找到 一 些 变 换 从 而 得 出 解法 ,得 到 解法 的 方法 
是 富有 机 智 的 但 看 起 来 又 好 像 是 非常 偶然 的 ,而 拉 格 朗 日 则 是 从 一 个 统一 的 原则 出 发 
借助 对 称 多 项 式 的 理论 及 置换 的 理论 得 到 了 二 次 ,三 次 .四 次 方程 的 解法 . 下 面 以 四 次 
方程 的 解法 为 例 加 以 说 明 . 
在 拉 格 朗 日 的 解法 中 ,他 引进 了 式 子 
2 十 ozs 十 opri 十 交 十 az 
其 中 三 zs 是 次 方程 下 十 a 十 asz! 十 … 十 4s_iz 十 4, 二 0 的 根 ,w 是 
1 的 任 一 n 次 根 ,我 们 把 上 面 的 式 子 称 为 拉 格 朗 日 预 解 式 ,四 次 方程 x' 十 arz? 十 asx? 十 
ast 十 a4 = 0 的 拉 格 朗 日 预 解 式 为 z 十 wzy 十 wj 十 of 工 1. 
显然 一 1 是 1 的 四 次 方 根 , 取 名 二 一 1; 则 此 预 解 式 变 为 zz 一 zx; 十 了 一 zy 
作出 zi ,zzzs\zt 的 一 切 排列 ( 共 24 种 ), 得 到 六 个 不 同 的 式 子 : 


TI TT TT 二 TT TI TT Te T+ Ts 


p g 
一 0, 蕊 一 m+ tt j= 
NV 2ao 


一 十 Xz 一 2 十 Ti 一 一 ZT 十 XZ 十 5 一 工 十 Zi 十 工 一 工 1。 
以 上 述 六 个 式 子 为 根 的 六 次 方程 的 系数 是 对 z,、z;、z;、z, 的 所 有 24 种 排列 不 变 
的 ,因为 这 24 个 排列 中 的 任何 一 个 只 能 把 这 些 式 子 重新 排列 一 下 ,而 这 个 六 次 方程 的 
系数 与 它 的 根 的 顺序 无 关 , 于 是 这 些 系 数 a ax.as\a, 确定 下 来 了 . 此 外 ,由 于 上 面 的 六 
个 式 子 成 对 具有 相反 的 符号 ,所 以 这 个 六 次 方程 仅 有 偶 次 项 ,直接 计算 可 知 这 个 六 次 方 
程 是 : 
3 — (3af — 8a2)y' + 3(at 一 16aia 一 16a; 十 16aias 一 64a)y’ 
一 (af 一 da 二 18as)* = 0, 
令 六 二 工 , 则 得 到 zz 的 三 次 方程 . 设 它 的 根 是 a.B8.7, 则 
Hi— Tzu= Vomtz— zr = Vhsr— ze xt = 
VT n+ z+ zt = a 
解 这 四 个 关于 z,、z;、z;、z 的 方程 组 成 的 方程 组 , 即 可 求 出 原 方程 的 四 个 根 . 
从 上 面 的 过 程 可 以 看 出 , 解 四 次 方程 归结 为 解 三 次 方程 ,类 似 地 可 以 讨论 二 次 、 三 
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次 方程 的 解法 . 从 中 可 以 看 出 ,二 次 .三 次 .四 次 方程 的 解法 有 一 个 共同 的 特点 , 即 把 这 
些 方程 通过 一 个 合适 的 变换 (如 四 次 方程 解法 中 的 拉 格 朗 日 预 解 式 ) 而 化 成 次 数 较 低 
的 方程 来 解 . 

拉 格 朗 日 正确 地 预见 到 根 的 置换 理论 是 解 代数 方程 的 关键 . 

1824 年 ,挪威 数学 家 阿 贝尔 证 明了 这 样 一 个 事实 :如 果 方 程 的 次 数 不 小 于 5, 那 么 
任何 由 方程 系数 组 成 的 根 式 都 不 可 能 是 这 个 方程 的 根 . 这 就 是 说 五 次 及 五 次 以 上 的 方 
程 的 根 号 解法 是 不 存在 的 . 

阿 贝尔 虽然 证 明了 一 般 性 五 次 及 五 次 以 上 方程 不 能 用 根 号 解 出 ,但 并 不 是 说 任何 
五 次 及 五 次 以 上 的 方程 都 不 能 用 根 号 解 . 例如 二 项 方程 " = A 就 永远 能 用 根 号 解 , 因 
此 , 阿 贝 尔 的 证 明 并 不 是 问题 的 全 部 ,代数 方程 理论 的 最 美妙 之 处 仍然 留 在 后 面 , 即 具 
有 什么 条 件 的 特殊 的 五 次 及 五 次 以 上 的 方程 是 可 以 用 根 号 解 出 的 呢 ?所 以 ,在 阿 贝尔 的 
工作 之 后 ,关于 用 根 号 解 代数 方程 的 问题 以 新 的 形式 提 了 出 来 :寻求 代数 方程 能 用 根 号 
解 的 充分 必要 条 件 . 这 个 问题 由 法 国 数学 家 伽 罗 华 所 解决 ,他 引入 置换 群 的 概念 彻底 解 
决 了 代数 方程 用 根 号 解 的 条 件 问题 ,从 而 开辟 了 代数 学 的 一 个 内 新 的 领域 一 群 论 ， 

围绕 着 用 根 号 解 代数 方程 的 问题 ,人 类 付出 了 长 达 三 个 世纪 之 久 的 艰苦 劳动 ,最 终 
由 两 位 年 轻 的 数学 家 给 予 了 彻底 而 圆满 的 解答 . 他 们 的 解答 所 带 来 的 不 仅 是 问题 本 身 
的 解决 ,而 是 开创 了 代数 学 发 展 史 上 的 新 纪元 . 从 此 ,关于 抽象 群 的 理论 迅速 发 展 起 来 . 
而 代数 学 则 被 认为 是 研究 代数 系统 的 数学 分 支 ,这 就 是 什么 是 代数 学 的 第 三 个 观点 ， 

前 面 曾经 提 到 ,法 国 数学 家 拉 格 朗 日 在 1770 一 1771 年 所 发 表 的 论文 (关于 代数 方 
程 解法 的 思考 》 中 曾 注意 到 根 的 置换 ,并 正确 地 预见 到 根 的 排列 理论 是 整个 问题 的 关 
键 .1815 年 法 国 数学 家 柯 西 系 统 地 研究 了 置换 群 的 理论 , 更 一 般 的 群 的 概念 是 伽 罗 华 
在 1832 年 引进 的 . 直到 1854 年 ,英国 数学 家 凯 莱 才 给 出 一 般 抽象 群 的 定义 ,他 不 仅 彻 
底 解 决 了 用 根 号 解 代数 方程 的 问题 ,而 且 开 始 了 代数 学 发 展 的 新 时 期 一 一 近世 代数 时 
期 . 


§ 6.2 Galois 基本 定理 


设 玉 是 域 巨 的 子 域 , 令 Aut(E) 是 正 的 所 有 自 同 构 作成 的 集 , 则 Aut(E) 关于 映射 
的 合成 是 群 . 令 
G(E/F) = {o € Aut(E),o(a) =a,V a € FF)}, 
则 可 验证 GLE/F) 是 Aut(E) 的 子 群 . 设 G 过 GCE/F, 令 
E’= {a€ Elo(a)=aYoE€G), 
则 EE 是 域 .E* 称 为 群 G 的 固定 域 .车 下 CK CE 征 是 域 , 则 称 K 是 中 间 域 ,车 把 看 


第 6 章 ”Galois 群 及 其 应 用 “213” 


作 下 上 向 量 空 间 ,E 在 上 的 维 数 称 为 E 在 上 的 次 数 , 记 为 [E :下 ]. 

例如 , 设 F 是 有 理 数 域 ,E =Q(V2), 则 GCE/F) = (1, 了}， 
其 中 f:a+bV2 a—bV2,a,b€F. 从 而 E°*"™ =F. 

下 面 的 命题 揭示 了 多 项 式 的 根 与 系数 之 间 的 关系 ,是 韦 达 定理 的 推广 . 

命题 6.2.1 设 7(z) = 之 十 az 十 … 十 az 十 aoEF[z] 是 域 玉 上 的 ?次 
多 项 式 ,E 是 f(z) 的 分 列 域 , 则 f(z) = (z 一 z1)(z 一 z2)…(z 一 z,), 其 中 z, EE, 有 
下 列 结果 : 

ai 一 一 Drars = ze 一 一 Drmab = (— 1)" zi zz 

称 为 关于 = ,zz…z 的 初等 多 项 式 . 

命题 6.2.2 设 /(z) 是 域 上 的 可 分 多 项 式 ,E 是 f(x) 在 上 的 分 裂 域 ,a € EE， 
是 了 f(z) 的 一 个 根 , 则 对 于 Yo € GC(E/F),ola) 也 是 f(x) 的 一 个 根 .进而 ,o 是 f(x) 的 
所 有 根 的 集合 上 的 一 个 置换 . 

证 明 设 f(z)==z 十 a,_yz" 十 … 十 az 十 aoEFrz] 
则 ya) 一 一 十 ao io 十 … 填 aiz 十 ao7 一 0 

用 = 对 方程 两 边 进行 变换 ,注意 到 o 保持 中 元 不 动 , 我 们 有 

Jo(a)) = ola)" 十 ao oa)" 二 十 qro(a) 十 ao 
一 ca(a)" 十 aa _i)c(a)” 十 … 十 oai)o(a) 十 g(ao) 一 0. 

所 以 ola) 是 f(z) 的 一 个 根 , 设 S 是 f(z) 的 个 根 组 成 的 集合 , 因 o 是 单 射 ,所 以 
0 在 S 上 的 限制 ojs:S 一 S 是 单 射 , 即 对 于 7E 5,01s(7) 一 5(7). 这 样 o]s 是 5 的 一 个 
置换 . 

由 命题 6. 2. 2, 我 们 经 常 说 = 置换 f(z) 的 根 ,也 说 GCE/F) 置换 FCz) 的 根 . 由 于 
了 f(z) 的 系数 都 是 关于 它们 根 的 初等 对 称 多 项 式 ,因而 GCE/F) 置换 jz) 的 根 意味 着 
G(E/F) 中 任意 元 保持 f(x) 的 每 项 系数 不 动 . 这 一 简单 事实 在 Galois 理论 中 经 常用 
到 .事实 上 ,利用 多 项 式 根 的 所 有 置换 作成 的 集合 的 性 质 来 讨论 多 项 式 方程 是 否 有 根 式 
解 是 Galois 理论 的 思想 源泉 之 一 . 

命题 6.2.3 设 S = {gp,…, 铝 ) 己 Aut(E) 是 一 个 n 元 子 集 ,5 是 5 的 固定 域 ， 
则 [E:E*] 之 n. 

证 明 设 IE: 包 | 二 m 二 n,mvas,… sas 是 EE 在 Es 上 的 一 个 基 , 考 虑 齐 次 线性 方 
程 组 

外 (a) 十 … 十 并 多 (om) 一 0， 


iA 二 二 RCo) 二 .0 
Bo SE (2.1) 


TNA(an) 十 … 十 多 (am) = 0. 
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因为 m 二 nn, 故 方程 组 在 中 有 非 零 解 . 
任 取 a € EE, 则 a = ai 十 azqs 十 "十 amam, 其 中 a € 外 ,于 是 对 VpE5, 我 们 
有 
F(a) = agla) 十 aa9(az) 十 … 十 an9(an)、 (2.2) 
对 于 = 1,，2,…,m, 用 a; 乘 方程 组 (2. 1) 的 第 i 个 方程 ,然后 相 加 得 
ArmA lm) 十 orzo) 二 "二 Tp (4) 十 astigi(0s) 
十 asTsp (0m) 十 … 十 aa 多 (aa) 十 … 十 anzi 儿 (am) 


十 anzz 败 (an) 十 … 十 anz9(ae) 一 0， (2.3) 
将 式 (2. 3) 按 列 相 加 并 利用 式 (2. 2) 我 们 有 
IP) 十 zz 由 (a) 十 … 十 zo9 Ca) = 二 0, 对 YW aE 上 成立 . (2.4) 


在 方程 组 (2. 1) 的 所 有 非 零 解 中 , 设 ci,c;，,… ,cs 是 所 有 解 当中 包含 零 最 多 的 一 个 
解 . 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 cc:,…',cj 天 0, cijiyciisy…ycv 二 0, 于 是 我 们 有 
aA) 十 cple) 十 … 十 cpla) 一 0， (2.5) 
因为 c 关 0, 故 7 > 1, 从 而 多 夫 另 . 于 是 存在 BE 已 使 得 出 (8) 闫 p(B). 又 方程 (2. 
4) 对 巨 中 所 有 元 均 成 立 , 于 是 我 们 有 


ci 多 (apB) + cs 内 (ap) 十 … 十 cp ap) = 0, (2.6) 
用 9(B) 乘 方 程 (2. 5) 与 上 式 相 减 得 : 
cAB) — BB) RD 十 … 十 cpB)8(B))9 -Ce) 一 0， (2.7) 


可 以 验证 c(h(B) 一 (B)),，…scj_1(gy-1(B) 一 画 (B)) 是 方程 组 (2. 1) 的 一 个 解 . 
方程 (2.7) 关于 (a) ,i 二 1,2,…,j 一 1 的 系数 不 全 为 零 ,而 在 (2.7) 中 最 多 有 j 一 1 项 
不 为 零 ,这 与 (2. 5) 的 选择 矛盾 ,因而 必 有 [E:Es] = m 宇 nn. 

定理 6.2.4 设 EE 是 下 的 扩 域 ,下 列 条 件 等 价 : 

DD) F = EC, 

WEE: F]= IESn|, 

3)E 是 下 的 有 限 可 分 正规 扩 域 ; 

4) 巨 是 下 上 某 个 可 分 多 项 式 的 分 裂 域 . 

证 明 1) 全 2). 设 GCE/P) 一 { 凡 ,站 ,9), 由 条 件 及 命题 6.2.3 知 ,[E :玉宇 
nn. 设 [E: 下 ] 宇 n 十 1, 至 少 存在 E 中 十 1 个 元 a,as,…sawyi 在 上 无 关 , 考 虚 齐 次 
线性 方程 组 : 

Th(a) 十 … 十 ze+i 册 (auf1) 一 0 


Tm) 十 … 十 ro+i 由 (asri) 一 0， 二 大 


Tm) 十 … 十 zt+l 赤 (ashi) 一 0 
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中 方程 的 个 数 小 于 未 知 数 个 数 , 故 (2. 8) 在 E 中 有 非 零 解 ,因为 myw，…vw+l 线性 无 
关 , 所 以 这 些 解 不 全 在 已 中 ,再 设 ai ,az,…，a+; 是 所 有 解 中 包含 零 最 多 的 一 个 ,不 妨 设 
站 天 0G6 王 mw 一 1 一 0G> 门 , 则 我 们 有 
ai 页 (a) 十 … 十 页 Co) 一 0， 
pba) 十 …… A 一 0， ra 
(a) 十 … 十 多 Ca) 一 0. 
又 mvay…yo-i 不 全 在 正中 ,于 是 至 少 存在 一 个 i1 委 i 和 -一 1) 和 一 个 j(1 志 j 
三 nn) 使 得 8(w) 关 mW, 不 妨 设 m 下 且 la1) 天 wm 用 9 作用 (2.9) 式 的 两 边 , 有 
plap$ba) 十 … 十 pa pe) =0 (= 1,2,",n) 
plaphla) 十 … 十 Ra) Pha,) = 0， 


papplam) + + Pla) pa,) = 0， 


即 (2.10) 


pa) pba) 十 … 十 pa)p (a,) = 0. 
式 (2. 9) 与 式 (2. 10) 对 应 方程 相 减 得 
(ai — Ba) pb) 十 … 十 (ai — Pa nh) = 00 = 1,2,.%,n) 
这 里 六 = 1,2,… ,ns 我 们 知道 w 一 (a1) 天 0, 这 就 有 方程 组 (2. 10), 从 而 方程 组 
(2. 8) 有 非 零 解 b 二 a 一 (a1) ,65.,…,b, 满 足 b, 二 b+ 二 … 二 b, 二 0, 这 与 假设 矛盾 . 
于 是 我 人 有 [E:F] = |E%*"|; 
反之 由 定义 可 知 ,FF 己 E*%/m, 于 是 [E:E%%m][E%*F]= [E:F] = |E%*"|， 
由 此 得 [EC :F] 二 1, 也 即 Ee 二 已 
DD 全 3). 设 F=E"5m,p(z) 是 玉 上 不 可 约 多 项 式 ,a € EE 是 pl(z) 的 一 个 根 . 设 
qs,… ,是 a 在 GL(E/F) 作 用 下 EE 中 所 有 互 不 相同 的 根 ,不 妨 设 a 二 ,下面 证 p(x) 
在 E[x] 中 能 分 解 成 一 次 因 式 之 积 ,从 而 玉 是 下 的 正规 扩 域 . 
因为 p(a) = 0, 故 在 E[z] 中 ,p(xz) = (x 一 a)q(z). 设 o€ GE/F), 则 5 以 一 种 
明显 的 方法 可 扩展 为 已 Lz] 的 一 个 自 同 构 , 于 是 对 某 个 整数 i, 我 们 有 
p(x) = op(7)) = (x — ola))o(g(z)) = (x — a)olq(z)). 
这 就 是 说 ,每 个 z+ 一 a 是 p(x) 在 E[z] 中 的 一 个 因子 ,于 是 我 们 有 
plz) = (zt — a) (x — er) (zr — oa)h(z). 
设 sCz) = (zx 一 a)(z 一 a)"(r Ca), 
则 s(x) 的 系数 是 m ,a，,… ,a 的 初等 对 称 多 项 式 , 故 它 在 o€ GCE/F) 作用 下 保持 
不 动 , 故 a(s(x)) = s(z). 
又 由 假设 F = E** 知 s(z) € F[z]. 
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这 样 从 p(x) 二 o(p(z)) = a(s(z))olh(z)) 可 得 o(h(z)) = h(z) € F[z]. 

但 p(x) 是 FFz] 上 的 不 可 约 多 项 式 , 故 A(z) 一 cE 下 , 即 p(zx) 在 ELz] 中 分 解 成 
一 次 因 式 之 积 , 由 以 上 证 明知 p(z) 在 玉 内 无 重 根 , 即 p(z) 是 可 分 多 项 式 ,由 p(x) 的 任 
意 性 知 ,FLz] 中 任意 不 可 约 多 项 式 都 是 可 分 多 项 式 , 即 已 是 下 的 可 分 扩 域 . 

反之 , 设 无 是 域 己 的 有 限 可 分 正规 扩 域 , 要 证 下 一 B540 ,只 需 证 Eee CCF. 设 a 
EE 但 a 下, 令 p(z) 是 a 在 FF 上 的 不 可 约 多 项 式 ,由 假设 知 p(z) = (zx 一 w)(z 一 
0)…(z 一 o%) ,其 中 m € 天 ,avaz…yas 两 两 互 不 相同 . 令 m 一 a, 因 为 a 下 , 故 n = 
degf(z) > 1 因而 ws 关 a. 

设 下 是 域 ,p(z) 二 十 as_yz"! 十 … 十 ao 是 F[z] 的 不 可 约 多 项 式 , 则 存在 下 的 
单 代数 扩 域 (a) ,其 中 a 在 上 的 极 小 多 项 式 是 p(z). 车 在 上 的 极 小 多 项 式 也 是 
(x), 则 存在 同 构 映射 p 使 得 F(a) 2 RGB) 且 ka) = 有 . 知 存在 cE GCE/F) 使 得 oCa) 
三 @ 关 9, 故 a EE*%, 这 说 明 Eee SF, 这 正 是 要 证 的 结论 . 

全 9. 设 记 =EWD, 和 ,6,,…,& 是 EE 在 F 上 的 一 个 基 , 则 EE 是 玉 的 代数 扩 域 . 
不 妨 设 名 在 己 上 的 不 可 约 多 项 式 是 p,(z), 因 为 1) 可 得 3), 故 户 (z)Gi = 1,2,…,n) 的 
所 有 的 根 均 在 天 中 ,这 说 明 已 是 多 项 式 PCz) = lecm(piCz)，…， 因 Crz)) 的 分 裂 域 . 显然 
plz) 无 重 根 ,也 即 p(x) 是 天 [z] 的 可 分 多 项 式 . 

反之 , 设 PCz) € F[z] 是 可 分 多 项 式 ,E 是 p(z) 的 分 裂 域 ,下 证 下 一 E05, 对 已 
在 上 的 次 数 用 归纳 法 . 若 [E : ] = 1, 成 立 . 

设 [E:F] 二 n,E 是 p(z) = pi(z)ps(z)…p,(zx) EF[z] 的 分 裂 域 ,其 中 pi(z) 是 
k( 1) 次 不 可 约 多 项 式 , 其 根 为 ,a,…,a, 于 是 [F(a):F] 二 >1. 令 K = F(a)， 
则 [E:K]=[E: Ff/[K:F]==n/k<n 一 1, 且 EE 也 是 p(x) 在 天 上 的 分 裂 域 ,由 
假设 人 = 应“ , 知 对 于 YaE EpE GE/K), 只 要 a 二 gla), 则 必 有 aE€ .从 而 a 
三 @ 十 a 十 十 qd 其 中 a € FF. 

现在 我 们 要 证 明 对 于 Y aE€ Eo E€ GC(E/F), 只 要 a = ola), 则 必 有 aE 厂 ,现在 设 
acE Eo € G(E/F), 且 a = ol(a), 因 为 每 个 保持 不 变 的 自 同 构 也 使 F 不 变 , 故 a 被 
每 一 个 PE G(E/K) 固定 ,因为 Pp(z) 是 可 分 多 项 式 , 从 而 pi(zx) 也 是 可 分 多 项 式 . F(a) 
加 (a) (i 二 1,2,…,k) 且 对 每 个 存在 mw E GCE/F) ,使 得 ma) = ai, 因 而 我 人 有 

4 一 aa) 一 okao 十 2o 十 … 十 ao 一 ao 十 aa 十 … 十 at io 

令 

r(z) = (ao 一 a) 十 az 十 … 十 aiztl， 

由 上 式 这 是 K 上 具有 根 mivaz,…,as 的 大 一 1 次 多 项 式 , 然 而 上 一 1 次 多 项 式 在 天 
中 至 多 有 一 1 个 根 , 从 而 ~(z) = 0. 由 此 得 ao 一 a = 0, 也 即 a = wu 6E 下 ,这 正 是 我 们 
要 证 的 结论 . 
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推论 6.2.5 设 巨 是 域 斑 的 扩 域 ,CG 过 Aut(E) 是 n 阶 子 群 , 则 : 

1) 若 pe Aut(E) 固定 环 , 则 pE G; 

2) 车 Gl 和 G* 是 Aut(E) 的 两 个 不 同 的 有 限 子 群 , 则 E® 关 Eee. 

证 明 1) 若 pG, 则 E* 在 EE 的 nn 十 1 个 自 同 构 作 用 下 保持 不 动 ,于 是 [E:E"] 之 
十 1. 另 一 方面 ,|E:E”| 一 二 矛盾 . 

2) 车 E%= E%, 则 EW 也 被 Gi 固定 ,由 1) 可 知 C: 过 G,. 类 似 地 也 有 Gi 过 G:, 从 
而 Ci = C: 矛盾 . 

设 瓦 是 域 玉 的 扩 域 ,已 称 为 下 的 Galois 扩 域 (或 Galois 扩张 ), 若 满足 定理 6. 2. 
4 的 1),2)、3) 及 4) 中 的 任意 一 条 , 记 为 E/F( 或 IE). 相应 地 ,GC(E/F) 称 为 Galois 扩 
张 E/F 的 Galois 群 .车 f(z) E F[z],E 是 f(z) 在 FF 上 的 分 裂 域 , 则 G(E/F) 也 称 为 
f(z) 在 F 上 的 Galois 群 ,或 方程 f(z) = 0 在 FF 上 的 Galois 群 .不 失 一 般 性 ,一 个 扩 域 
的 Galois 群 与 一 个 多 项 式 的 Galois 群 没有 实质 性 的 区 别 . 另外, 车/F 是 Galois 扩张 ， 
天 是 下 的 中 间 域 , 则 屯 /K 也 是 Galois 扩张 ,这 一 简单 事实 我 们 以 后 要 用 到 . 

例 6.2.1 设 E=Q(V2,V3), 计 算 G(E/Q). 

解 E 是 f(x) 二 (zx? 一 2)(z* 一 3) 在 QQ 上 的 分 裂 域 且 [E:Q] 二 4, 因 而 E/Q 是 
Galois 扩张 .E 的 每 个 元 可 唯一 表示 为 a 十 b V2 十 c V3 十 d V6 ,其 中 a,b,c,d € 
Q. 因为 G(E/Q) 的 每 个 元 置换 f(x) 的 根 , 于 是 已 的 每 个 自 同 构 " 完全 由 它 在 V 2 ， 
V3 上 的 作用 确定 ,因而 仅 有 的 可 能 性 只 能 是 

cvV3r 一 2,V3 一 3ir:v2rm>Vv2,V3m 一 V3. 

通过 计算 易 得 ,o: = = 二 了 ,因为 G(E/Q) = 4, 故 GCE/Q) = {1,0,r,or), 由 此 可 
见 G(E/Q) 是 Klein 四 元 群 . 

例 6.2.2 设 E=QCY2), 计 算 G(E/Q). 

解 ”YY2 在 QQ 上 的 不 可 约 多 项 式 为 zx 一 2. 它 的 另 两 个 根 分 别 为 Y2w, 2 ow， 
其 中 为 三 次 本 原单 位 根 . 由 于 GC(E/Q) 中 元 o 置换 zx 一 2 的 根 ,而 w 和 多 E, 帮 ol 2) 
三 V2 ,从 而 “一 1, 即 G(E/Q) ==1. 但 [E: Qj] 二 3, 因而 E/Q 不 是 Galois 扩张 . 

定义 6.2.1 设 E 是 下 的 有 限 扩 域 ,K,,K; 是 中 间 域 , 域 K; 称 为 与 K, 共 , 若 存 
在 o€ Aut(E) 使 得 o 在 上 是 恒 等 映 射 且 ol(K,) 一 天:. 这 样 的 oc 称 为 F 自 同 构 . 若 对 
YoEG(E/F) 都 有 ol(K) 二 KK, 则 KK 称 为 的 自 苍 扩张 .对 于 a,as E EE, 称 & 为 与 
o 共 思 e, 若 存在 o € Aut(E) 使 得 o 在 F 上 是 恒 等 映 射 且 c(a ) = a. 

定理 6.2.6 设 无 是 已 的 Galois 扩 张 , 忆 一 KK 一 无 , 则 天 ,与 天 : 共 罗 ,GOCE/K) 
与 G(E/K,) 是 GCE/F7 的 共 堪 子 群 . 


“218 群 的 结构 与 对 称 性 


证 明 ” 设 K, 与 K; 共 轿 ,o 是 相应 的 FF 自 同 构 , 于 是 对 Y c E K:, 存 在 w E 天 ,使 

得 cola) = 二, 设 pE GC(E/K1), 则 g(a) 一 “于 是 
az 一 aa) = om)) = alo (a,)) = ogpa (a,), 

这 说 明 oga™'E GCCE/K:). 类 似 地 ,对 每 个 %E G(E/K,), 可 证 ogo-! € G(E/K,)， 
由 此 可 得 G(E/K1) 与 G(E/K,) 共 思 G. 

反之 设 G(E/K1) 与 G(E/K,) 是 G(E/F) 的 共 红 子 群 ,于 是 存在 o € G(E/F) ,使 得 
oG(E/Ki)e™! = G(E/K,). 

下 证 olK1) = Ks. 设 a,E€ K:, 对 每 个 pE G(E/K1), 我 人 有 ogo™! € G(E/K,), 因 
而 opo (ws) = ,或 Co (os)) = a!(a,). 

这 说 明 " '(as) 被 ?固定 . 由 假设 已 是 下 的 Galois 扩 域 , 易 知 巨 也 是 天 ,的 Galois 扩 
域 . 又 K, 是 GCLE/K1) 的 固定 域 ,因而 c-'(e) € Ki. 这 说 明 o-CK,) 三 天 ,或 天 CS 
GCK). 

另 一 方面 ,ogo (co(a)) = oo-io(a)) = oglm) = o(w). 因为 oG(E/K,) = 
G(E/Ks),K; 是 G(E/K,) 的 固定 域 . 这 说 明 c(w) € K,, 也 即 o(K1) 三 天 ,从 而 cCK) 
= Ky 

定理 6.2.7 。 设 已 是 已 的 Galois 扩 域 ,K 是 中 间 域 , 则 <IK 当 且 仅 当 天 是 下 的 
自 共 二 扩张 . 

证 明 ”由 定理 4.2.4 知 ,F<IK 后 天 是 F[z] 的 某 个 可 分 多 项 式 的 分 裂 域 ,因而 我 
们 只 需 证 明 天 是 F[z] 的 某 个 可 分 多 项 式 的 分 裂 域 当 是 仅 当 天 是 下 的 自 共 罗 扩 张 . 

设 天 是 F[z] 的 可 分 多 项 式 P(z) 的 分 裂 域 , 令 o€ GCE/F), 则 opCz)) = p(z). 
设 a 是 p(z) 在 KK 里 的 一 个 根 , 则 ola) 也 是 p(z) 的 根 , 且 o 置换 p(z) 的 所 有 根 . 由 分 
裂 域 的 定义 可 知 ,o 把 天 变 到 天 , 即 o(K) = 天 . 故 天 是 自 共 罗 扩 张 . 

反之 , 设 尺 是 下 的 自 共 思 扩 张 ,不 妨 设 玉 二 尺 二 EE, 因 EE 是 下 的 有 限 可 分 扩 域 , 故 
KK 是 下 的 有 限 可 分 扩 域 ,K 是 的 单 扩 域 . 设 玉 = F(a), 再 令 a,…,a, 是 a 在 
G(E/F) 作用 下 所 有 两 两 不 同 的 共 思 元 , 即 对 Y w, 存 在 rcE G(E/F) 使 得 w = oa) ,对 
于 V9E GL(E/F), 由 题 设 KK) = 二 民 , 故 a € KG 二 1,2,…,n). 又 9 置换 ai,Q;,… ,a,， 
从 而 p 保 持 多 项 式 p(x) = (z 一)…( 工 一 @.) 一 心 十 az 十 … 十 ao 的 系数 不 
动 ,因为 EE 是 下 的 Galois 扩张 , 故 a € 下 ,从 而 p(x) € F[zJ. 这 说 明 KK 是 可 分 多 项 式 
(Zz) 的 分 裂 域 . 

推论 6.2.8 设 已 是 下 的 Galois 扩 域 ,天 是 中 间 域 , 则 

F<K © GCE/K)<GCE/P). 

车 有 H,,H; 是 群 G 的 子 群 ,用 符号 (H,,H,) 表示 由 Hi 和 矿 , 生成 的 子 群 ,车 E,,E， 

是 域 已 的 子 域 ,用 符号 门 (E,, E,) 表示 所 有 包含 E, 与 E, 的 子 域 的 交 , 它 仍 是 无 的 子 
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域 . 
定理 6. 2. 9(Galois 基本 定理 ) ” 设 E/F 是 有 限 Galois 扩张 ,又 巨 分 别 是 KK,,K; 的 
Galois 扩张 ,由 定理 6. 2.4 得 :Eee = KE 二 K,, 所 以 o 是 单 射 .其 对 应 的 
Galois 群 为 G = 二 G(E/F),K,K',K; 是 下 与 忆 的 中 间 域 ,有 ,Hi,H; 是 G 的 子 群 , 则 : 
1) 在 EE 的 子 域 K 与 G 的 子 群 及 之 间 有 一 个 一 一 对 应 o:K 一 G(E/K) 使 得 K 一 > 
妞 急 天 一 EM. 在 G 的 子 群 HH 与 E 的 子 域 K 之 间 也 有 一 个 一 一 对 应 9:H 一 E" 使 得 
Hr>K SH=G(E/R). 
进一步 地 , 刀 ; 二 Hl 名 EM 二, 此 时 o,9 称 为 反 序 对 应 ; 
DIE: Kj]= IG(E/K)| ,LK : F]= [GC(E/F):G(E/K)]; 
3)F<K SG(E/K)AG(E/F), FAKNH,G(K/F) 2G(E/F)/G(E/K); 
4)K; 和 天, 是 共 和 子 域名 GLE/K,) 和 GCE/K:) 是 共 示 子 群 ; 
EW = Em f) EM, Emin = (Em, E's), 
G(E/(Ki, K;) = G(E/K,) N G(E/K,), 
GCE/CK N Ks) = G(E/K), G(E/K,). 
证 明 1) 设 M= {KI|K 是 EE 的 包含 下 的 子 域 },V = {HIH 是 G 的 子 群 }, 令 o: 
M 一 V, 其 中 o(K) = 二 GL(E/K), 任 意 K,,K;E M, 若 KK, 一天:, 由 定义 即 得 G(E/K) 一 
G(E/K2). 故 o 是 M 到 V 的 一 个 映射 . 又 车 GC(E/K,) = G(E/K,), 即 G(E/K,) = 
G(E/K:), 则 Eo) = Es/K0. 设 HEV, 令 K=E", 则 K€ M,o(K)=G(E/K)= 
G(E/E"). 
又 玉 是 E*” 的 Galois 扩张, 故 E” = = EWS, 又 有 H 二 G(E/E"), 故 o 是 满 射 ， 
从 而 o 是 M 到 V 的 一 一 对 应 .车 oC(K) = 矿 , 由 定义 得 G(E/K)== 昌 ,从 而 EY = E"， 
又 巨 是 天 的 Galois 扩张 ,从 而 天 = ESN = 有, 结合 上 述 满 射 的 证 法 ,我们 有 vc(K) = 
HOK=E. 
2) 因为 E/F,E/K 是 Galois 扩张 ,由 定理 6.2.4 知 ， 
[E:F]= |GC(E/F) LE: K] = |G(E/R)|; 
又 [E:K]= [E: KILK : FJ], 
从 而 [K : F] = |GC(E/F)/G(E/K)|; 
又 G(E/K) < GE/F), 丰 [K : F]= [G(E/F):G(E/K)]; 
3) 只 需 证 G(E/F) 儿 G(E/F)/G(E/K). 
因为 是 下 的 Galois 扩张, 是 对 VrtE GCE/F),r 限 制 在 天 上 诱导 出 天 的 一 个 自 
同 构 , 记 为 r|x. 现在 我 们 定义 p:G(E/F) 一 G(K/F), 其 中 VT) = |x. 
下 证 8 是 同 态 满 射 , 且 Kerp = G(E/K), 从 而 结论 得 证 . 
首先 ,直接 验证 可 知 8 是 群 同 态 , 又 rE Kerp 后 rlx 是 K 的 恒 等 自 同 构 久 + EE 
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G(E/K), 即 Kery == G(E/K), 于 是 由 群 的 同 态 基本 定理 得 G(E/F)/G(E/K) 和 2 Img, 
因为 尺 是 下 的 Galois 扩张 ,得 [K : F] = |GC(K/F)|, 于 是 由 2) 即 得 Img = G(K/F). 

4) 由 定理 6. 2. 6 即 得 ; 

5) 设 1< Hi,,H, < G, 则 由 定义 得 及,,H; 过 (Hi,HH;) ,因为 + 是 反 序 对 应 , 故 
THi,H3) 人 r+CH1)sr(H;). 由 此 得 tCHi,H;) <r(H,) nN tH,). 

又 r+ 是 满 射 ,存在 及 三 G 使 rCH1) 几 | rH,) 二 +r(H); 从 而 rz(H) 之 r(H)),r(H,). 

因为 r !' 也 是 反 序 对 应 ,用 + ! 作用 于 两 边 得 矿 宇 Hi,H;, 从 而 H 之 (H,,H,). 

另 一 方面 ,rH1,H2) rH1) 则 rH;) 二 r+(H), 用 rr-! 作 用 两 边 又 得 (Hi,H,) 之 
五, 于 是 有 韭 二 (Hi,H2), 从 而 r(Hi,H;) = T+(H) = +CHD) 由 rH,), 这 说 明 E499 
三 Em 站 Em 类 似 地 可 证 其 他 等 式 . 

例 6.2.3 设 Q(V2 ,V3) 二 EE, 确 定 域 扩张 E/Q 的 所 有 子 域 与 它 的 Galois 群 G 
三 G(E/Q) 的 所 有 子 群 之 间 的 关系 . 

已 知 G = {1,o,rwor). 它 有 5 个 子 群 (11),{1,0),{1,r),{1,or) 和 G. 再 由 例 6.2.2 
可 知 ,的 固定 域 为 E, (1,o) 的 固定 域 为 Q( V3),{ 7,r} 的 固定 域 为 QCVZ ),(T,or) 
的 固定 域 为 @CY 6 ) 以 及 G 的 固定 域 为 Q. 容易 验证 Galois 理论 的 基本 定理 的 1) ~ 5) 
成 立 . 

例如 G 的 三 个 二 阶 子 群 是 G 的 正规 子 群 ,而 它们 对 应 的 固定 域 也 都 是 Q 的 Galois 
扩张 .用 图 6. 1 可 直观 地 解释 Galois 群 的 子 群 与 其 对 应 的 固定 域 之 间 的 关系 . 


{1} QAI) 
ead a 
2 2 
{1,7) cr {1,0} CUd2) CU5) CU3) 
Bd 
2 
© 


2 
至 3 
G6 


图 6. 1 中 的 例子 “ 较 充分 地 ”解释 了 Galois 理论 的 基本 定理 . 

例 6.2.4 设 已 =QCY2 ,i), 其 中 f= 一 1, 确定 域 扩张 EE/Q 的 所 有 子 域 与 它 的 
Galois 群 G = G(E/Q) 的 所 有 子 群 之 间 的 关系 . 

第 一 步 ,首先 考察 已 是 @ 的 有 限 可 分 正规 扩 域 ; 令 f(z) = x 一 2. f(z) 在 Q 上 不 
可 约 , 它 在 C 上 可 分 解 为 


图 6.1 
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f(z) = (z 一 oz 十 oz 一 ai)(Cz 十 mi),( 其 中 心 一 Y2). 

于 是 E 是 f(z) 在 Q@ 上 的 分 裂 域 .E 是 Q 的 有 限 可 分 正规 扩 域 . 因 i  Q(o) ,于 是 
[E:Q]=[E:Q(w)][Q():Q] =2xX4= 8. 

第 二 步 ,确定 G 的 元 素 . 分别 记 f(x) = xz' 一 2 的 四 个 根 为 


Ti= YI ,z=iy2 ,r=— Yr =—iy2, 
直接 验证 或 应 用 定理 6. 5. 6 我 们 可 知 
oi) =i,o(w) = wi,r() 一 一 ir(w) = 
是 五 的 两 个 Q 自 同 构 , 它 们 的 乘积 得 到 五 的 8 个 QQ 自 同 构 , 这 8 个 自 同 构 是 ; 
T= (1),o = (1234)3r = (24)30° = (13)(24)30 = (1432); 


or = (12)(34);0°r = (13);0r = (14)(23). 
G 是 5, 的 Sylow-2 子 群 . 
第 三 步 ,考察 G 的 结构 和 几何 解释 (如 图 6.2 所 示 ). 由 上 知 G = 二 二 o,r 过 ,其 中 0 = 
刀 一 Thro= or.G 是 二 面体 群 Ds, 用 f(z) 的 四 个 根来 记 正方 形 的 四 个 顶点 , 则 四 边 形 
的 对 称 恰 为 一 个 根 的 置换 , 即 为 Galois 群 的 一 个 元 素 . 因而 Galois 群 D, 可 看 作 是 一 个 
正方 形 的 对 称 群 . 
第 四 步 ,确定 CCE/Q) 的 所 有 子 群 . 
直接 验证 可 知 : 阶 为 8 的 子 群 G 空 Di 
阶 为 4 的 子 群 
G = (Tororyotr) 2 ZL, X Zss 
阶 为 2 的 子 群 
Hi 一 {10ir} @ ZH = {Tit} 
Zs, Hy= {1,0} QZ H,= {1,0r} QZ,H; = 
{Tnr} 2 Za 
阶 为 1 的 子 群 {7}. 
第 五 步 ,确定 G(E/Q) 的 所 有 子 群 之 间 的 关系 ; 
如 图 6. 3 所 示 , 其 中 用 上 斜 线 连 接头 和 Y, 表 示 六壬 Y. 
第 六 步 , 确 定 G(E/Q) 的 子 群 对 应 的 EE 的 子 域 之 间 的 关系 ;由 Galois 理论 的 基本 定 
理 ,G(E/Q) 的 子 群 对 应 的 EE 的 子 域 如 图 6.4 所 示 , 其 中 用 上 斜 线 连接 X 和 了 ,表示 三 


第 七 步 , 确 定 E 与 Q@ 的 中 间 域 ; 
容易 验证 Q 有 三 个 二 次 扩 域 QGi),Q(V 2 ) 和 QCVY 2i), 它 们 分 别 是 三 个 四 阶 子 
群 的 固定 域 , 即 Q(V2) = Ec,Qdi) = Ec,QCV2i) = Es. 
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图 6.4 


下 面 我 们 以 E” 为 例 来 描述 其 他 的 中 间 域 . 
的 每 个 元 可 表 为 a = ao 十 aw 十 asw 十 as 十 ai 十 sai 十 asozi 十 aoai 的 形 
式 , 其 中 ao,…,a; E Q, 于 是 
ar(a) 一 ao + a — asw? 一 ao 一 ai 十 asw( 一 Di 十 as(oi5i 一 ari(oiDs 
一 0 十 aio 一 ai 好 一 ar 中 一 aii 十 aoi 十 asozi 一 asapi 
因而 “被 or 固定 当 且 仅 当 ao = aoyai = asya: 一 一 axyai 一 一 aival 一 一 aivas 一 
as, 由 此 知 
Qa=at allti) + a/2( 十 De) 一 aa/2((1 + Dw)’, 
这 意味 着 E”: 二 Q(w(1 十 门 ). 类 似 地 我 们 有 
Em = Q(wi),E": = Q(w),E": = Qi) ,E's = Q(w(l — i)). 
可 以 验证 以 上 这 些 域 就 是 所 有 的 中 间 域 ,而 且 这 些 中 间 域 之 间 的 包含 关系 以 及 
Galois 理论 的 基本 定理 中 的 5) 均 成 立 . 
第 八 步 ,确定 G 的 正规 子 群 与 Q 的 Galois 扩张 . 
验证 可 知 G 的 全 部 正规 子 群 为 G,G,,G:,C: 和 单位 元 群 {1}. 由 Galois 理论 的 基本 
定理 可 知 ， 
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Q=Ee,QCV7)=EoQiD7= E%,Q(V2i) = E",Q(VD i) = 有 ,一 

E! 是 @@ 的 含 在 玖 中 的 所 有 可 能 的 Galois 扩张 . 

事实 上 ,Q 的 这 些 扩张 分 别 是 多 项 式 z,z 一 2,z 十 1,z 十 2,z1 一 Zz 一 2 以 及 x 
一 2 在 Q 上 的 分 裂 域 ,因而 都 是 Q 的 Galois 扩张 . 

另 一 方面 ,E" = Q(w) 不 是 Q@ 的 Galois 扩张 ,因为 不 可 约 多 项 式 z 一 2 有 一 个 根 
在 Q(w) 中 ,但 它 不 是 zx' 一 2 的 分 裂 域 . 类 似 地 ， 

E™ = Q(wi) ,Er = Qu(l + i)) ,Es = Q(w(l —i)) 

均 不 是 Q 的 Galois 扩张 . 

第 九 步 ,确定 含 在 天 中 的 QQ 的 Galois 扩张 的 Galois 群 ， 

由 上 述 讨 论 知 , 含 在 E 中 的 Q@ 的 Galois 扩张 共有 6 个 ,其 中 GCE/Q) =G,G(E/E) 
二 1, 其 他 4 个 Galois 扩张 的 Galois 群 也 可 由 Galois 基本 定理 得 到 ,例如 G(E/E") 刍 
G/Hs 2 2 X Zs. 

下 面 我 们 直接 计算 G(E/E”) 以 说 明 它 恰好 是 Z, X 2 

因为 Em = QCV2 ,i), 它 的 Q 自 同 构 完全 由 它 在 i 和 V2 上 的 作用 确定 . 易 验 证 
它 恰 有 四 个 Q 自 同 构 , 如 下 所 示 : 

TiirriV2rrV3ifiirri,V3r 一 V25 

grir 一 iiV2Irmv2ifgiirr 一 ibV2rm 一 V2. 

因为 广 = g: ==1,fg = 一 gf 因而 GCE/EAD)S2Zs X Z:, 这 恰 是 我 们 所 希望 的 ,直接 
计算 其 他 几 个 子 域 来 验证 Galois 理论 的 基本 定理 的 3). 

第 十 步 ,确定 G 的 共 思 子 群 与 的 共 示 子 域 . 

由 于 o(Q(w)) = Q(ei) , 故 o(Q(w)) 与 Q(wi) 是 共 示 的 ,按照 Galois 理论 的 基本 定 
理 ,其 对 应 的 Galois 群 H' 与 H, 是 共 扼 的 ,事实 上 ,我 们 有 Hi = 妃 :, 类 似 地 ,Q(CC 十 
iDow) 与 Q((1 一 门 w) 是 共 二 的 , 群 Hi = H;. 


问题 6.2 


1. 设 f(z) = zx 一 2 E€ Q[z], 计 算 f(x) 的 Galois 群 . 

2. 求 证 QC(V2,V3,V5)) 是 Q 的 Galois 扩张 ,并 求 其 Galois 群 . 

3. 利用 上 题 求 

(1) V6 十 V10 十 V15 在 Q@ 上 的 极 小 多 项 式 ; 

(2) V2 十 V3 在 Q(V6，,V10,V15) 上 的 极 小 多 项 式 . 

4. 计 算 Q(V2 ,V5) 在 QQ 上 的 Galois 群 G, 找 出 G 的 全 部 子 群 及 其 对 应 的 固定 
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域 , 找 出 G 的 全 部 正规 子 群 及 其 对 应 的 Galois 扩张 . 

5.E/F 是 有 限 Galois 扩张 ,F CCK CE,K 为 中 间 域 ,车 所 有 的 中 间 域 K 对 于 下 均 
有 相同 的 次 数 ,[K : F], 则 KK/F 均 为 Galois 扩张 . 

6. 设 下 是 域 ,f(z) E F[z] 有 一 个 根 a E 下, 求证 :f(z) 的 Galois 群 与 1(z)/(zx 一 a) 
的 Galois 群 是 相同 的 . 


8$6.3 自 同 构 群 


经 过 Galois 的 研究 , 搞 清楚 了 下 , 与 E-,G = 1,2,…,k) 的 关系 ,其 关键 在 于 使 F,_， 
保持 不 变 的 E, 的 自 同 构 群 的 结构 . 这 是 Galois 理论 的 核心 内 容 ， 

前 面 已 经 给 出 了 同 构 与 自 同 构 的 概念 ,把 它们 应 用 到 群 . 域 上 便 可 以 得 到 群 , 域 的 
同 构 与 自 同 构 : 

定义 6.3.1 (1) 如 果 群 G 与 G' 间 存 在 同 构 映射 , 则 称 群 C 与 G' 同 构 . 群 G 到 它 
自身 的 同 构 映 射 称 为 自 同 构 . 

(2) 设 F 与 FF 是 两 个 域 ,F 与 F" 的 代数 运算 分 别 记 作 十 、… 与 外. 昌 ,如 果 对 于 Y a， 
5EF, 总 有 f(a 十 5b) = f(a) 田 f(6),f(a 6) = f(a)©f(6), 则 称 F 到 F' 的 一 个 双 
射 f:F 一 F' 为 域 F 与 F' 间 的 同 构 映射 ,此 时 称 F 与 F' 同 构 ; 如 果 了 是 域 F 到 它 自身 的 
同 构 映 射 , 则 称 了 是 域 F 的 自 同 构 变换 ,简称 自 同 构 . 

例 6.3.1 设 F(Vz) 是 由 数 域 F 添 Vz 而 生成 的 扩 域 ,其 中 Vz 是 方程 x 一 z 
三 0 的 一 个 正 根 , 则 对 于 Yq =a 十 Vz EF(Yz), 必 存在 9g =a 一 bVz E 
F( Vz ), 求 证 :对 于 映射 f, 使 f(a 十 bh Vz ) 一 a 一 5 Vz ,那么 是 FCVz ) 的 一 个 
自 同 构 . 

证 明 因为 f(a 十 5 Vz) 二 a 一 b Vz ,显然 /是 满 射 ,也 是 单 射 ,因此 是 双 射 . 
对 于 Vuv€EF(Vz), 令 uw=a 十 b Vzv=c 十 d Vz ,其 中 a,b,crd EF, 则 wu 十 
一 (十 c) 十 人 十 Gd Vz ,所 以 fl(w 十 v) = (a 十 O) 一 必 十 d) Vz ;又 因为 f(u) 
=a—bVz,fw)=ec—dVz, 所 以 fe) + fv) = (eo) 4+d) Vz. 因 
此 Fu 十 z) = 了 (w) 十 flv). 同 理 可 证 fluv) ==f(w)f(v). 所 以 f 是 F(YVz) 的 自 同 
构 . 

与 置换 的 乘积 相 类 似 , 也 可 以 定义 同一 数 域 F 上 两 个 自 同 构 变 换 Ti 与 T; 的 乘积 
7T:“"T 为 先 作 变换 T,, 再 接着 作 变 换 T:. 下 面 证 明了 ,* 7, 是 数 域 F 上 的 自 同 构 变 换 . 

显然 ,了 ，*T, 是 双 射 ,并 且 对 于 Y asb E 了 ,有 
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Ts Tilat+b) =T,Ti(a +) = TT +TAT6)) 
=T, "Tt Ts TN) 
同 理 可 证 T,* T,(ab) = (T,* T,(a)) .CT T,(6)). 
所 以 TT 是 数 域 记 上 的 自 同 构 变 换 .F 上 的 恒 等 变 换 7 显然 是 F 上 的 自 同 构 变 
换 . 
下 面 证 明 数 域 F 上 所 有 自 同 构 变 换 构成 的 集合 G 关 于 上 面 定义 的 乘法 运算 作成 一 
个 群 . 
首先 ,两 个 自 同 构 变换 的 乘积 仍 是 数 域 F 上 的 自 同 构 变 换 ,因此 对 所 定义 的 乘法 运 
算是 封闭 的 , 且 结合 律 显然 成 立 ,又 数 域 的 恒 等 变换 是 自 同 构 变换 ,不 难 证 明 它 是 G 
的 单位 元 ,对 于 任意 的 自 同 构 变 换 T E G, 由 于 了 是 双 射 ,所 以 T-: 显然 存在 ,下 面 证 明 
7 一 也 是 自 同 构 变换 ,为 此 ,对 于 数 域 F 的 任意 二 元 素 a.6, 设 Ta) = 0a,T-(CO) = 
内 , 则 Te') = a,T(5') = 4b. 于 是 
Ta+D =T Ta) 十 TO) = 人 -Ta + 0) 
=T-"T(a 十 0) =a + =T" 6) +7 
Ti(ab) = TT YTE)) = TT(a'b) 
= TT(a'b) 一 al = Ta)T 0). 
所 以 T7! 也 是 自 同 构 变换 , 即 T-: € G, 即 G 对 于 上 面 定义 的 乘法 作成 群 . 
我 们 称 数 城下 的 全 体 自 同 构 变换 的 集合 G 按 照 上 面 定义 的 乘法 运算 作成 的 群 为 数 
域 F 的 自 同 构 变换 群 ,简称 自 同 构 群 . 
在 上 例 中 F( = ) 是 由 数 域 让 添加 Vz 而 生成 的 扩 域 ,已 证 明了 f 是 FC(Vz) 的 
自 同 构 变 换 . 显然 ,把 连续 施行 两 次 ,其 结果 不 变 , 即 ff = fr = 了 .所 以 {1,f) 就 是 
F( Vz ) 的 自 同 构 变换 群 , 且 是 周期 为 2 的 循环 群 .由 于 对 于 Y ae 玉 , 有 f(a) 二 a, 所 
以 在 地 的 作用 下 F(CV= ) 中 属于 下 的 那些 数 保持 不 变 , 称 这 个 群 G = {1,/} 为 数 域 
FCVz= ) 的 保持 下 不 变 的 自 同 构 变换 群 . 
由 于 任何 数 域 F 包含 有 理 数 域 Q, 设 7 是 数 域 让 的 一 个 自 同 构 变 换 , 在 了 的 作用 
下 ,任何 有 理 数 不 变 . 
首先 证 明了 (0) = 0, 为 此 取 数 a €E 下 ,因为 T(a 十 0) 二 Tla) 十 T(0), 又 由 a 十 0 
二 a 得 T(a 十 0) = 二 T(a), 所 以 T(0) = 0; 
其 次 证 明 T(1) = 1, 取 数 上 E 了 ,2 天 0, 因 为 T(G) = 二 7T(6:1)==T(6).:T(1), 由 
6 天 0 且 T(0) = 0, 知 T(6) 关 0, 所 以 T(1) =15 
再 次 证 明 对 于 任意 自然 数 n 有 
TCD) = 二 n 及 T( 一 nn) = 一 n， 
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TD) =TG 二 1 十 … 十 1) 一 TGD) 十 TGD)… 十 TGD) 
一 1 十 1 十 … 十 1 一 mr 

又 nn 十 (一 2) 一 0, 所 以 TO 十 (一 由) 一 T(0) = 二 0. 但 Tx 十 (一 2))= 二 Tm) 十 
了 (一 间 一 天 十 工 (一 罗 ) 所 以 了 (一 2) = 一 .至 此 ,已 证 明了 在 7 的 作用 下 任何 整数 
保持 不 变 . 

最 后 证 明 在 的 作用 下 ,任意 p/q(p,q 为 任意 整数 ,g 取 0) 保 持 不 变 , 即 T(p/g) = 
p/q， 因为 p 二 gl(p/q),T(p) 二 pT(q) = 二 gq, 故 有 p=T(p) =T(q*(p/9)) = 
T()T(p/q) = qT(p/q), 由 此 得 T(p/q) = p/q. 因此 在 自 同 构 变 换 T 作用 下 有 理 数 
不 变 . 

一 般 地 ,如 果 K 是 了 的 扩 域 , 记 K 的 自 同 构 变换 群 G 中 使 了 的 元 素 不 变 的 那些 自 同 
构 变 换 的 全 体 构成 的 集合 为 也 , 容 易 证 明太 是 G 的 子 群 , 称 玉 为 数 域 K 在 其 子 域 F 上 
的 自 同 构 群 . 

群 妃 使 下 的 数 不 变 ,那么 使 域 K 的 数 如 何 变 化 ?下 面 就 回答 这 个 问题 

定理 6.3.1 设 数 域 K 在 其 子 域 F 上 的 自 同 构 群英 ,那么 对 于 VTE HuE€ KK， 
T(u) 必 是 zx 在 了 上 的 某 一 个 共 瑟 元 素 . 

证 明 ”只 需 证 明 w 与 7(u) 满足 F 上 的 同一 个 不 可 约 方程 . 

设 x 满 足 到 十 如 -ie 十 十 和 hz 十 如 一 0, 其 中 bs 加 EF, 因 为 Te 厂 ， 
所 以 

0=T(0) 一 Te 十 名 ae 十 十 bx 十 加 ) 
一 Te 十 TCD + + Th) + Tho) 
= (TQ) 十 加 -iTGoO) + + h Tu) 十 名， 
所 以 TCu) 也 满足 zx 所 满足 的 数 域 F 上 的 不 可 约 方程 , 即 T(u) 是 zx 在 数 域 F 上 的 某 一 
个 共 思 元 素 . 

例 6.3.2 QC(V2) 是 Q 添 加 V2 生成 的 扩 域 , 作 Q(V2) 上 的 映射 /:Q(V2) 
一 Q(V2), 使 f(a 十 bYV2)=a 一 b V2 ,其 中 a,bE Q, 知 了 是 自 同 构 , 且 是 保持 
Q 中 元 素 不 变 的 自 同 构 . 

f(V2)= 一 V2 ,一 V2 是 V2 的 共 思 元 素 ,因为 它们 同时 满足 Q 上 的 不 可 约 
方程 开 一 2 二 0, 因 为 户 一 了 ,所 以 Q(V3) 在 Q 上 的 自 同 构 群 本 二 (7, 了), 它 是 一 个 
周期 为 2 的 循环 群 . 

另 一 方面 , 设 F 和 K 是 两 个 数 域 ,K 是 下 的 扩 域 ,F CK,K 在 F 上 的 自 同 构 群 H = 
{5S,7} 则 S? 二 了 , 今 证 明 K 是 F 的 二 次 扩 域 ,对 于 Ya€EK, 有 S(a) 一 wEK,a 与 w 可 
能 不 同 ,但 a 十 a 和 a 在 自 同 构 S 的 作用 下 一 定 不 变 ， 
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Sa 二 auw) 一 SG) 十 So) 一 w 十 ae 一 ax 十 aiS(aw) 一 SCoSCw) 一 oo. 
由 于 S 是 K 在 F 上 的 自 同 构 群 妃 的 元 素 , 所 以 < 十 w EF,aa EF, 记 < 十 % 一 
ma 二 hh, 则 有 m, h E FF, 所 以 


ao 一 VR — 4m, 
于 是 a= 1/2h 十 VR 一 4m,a = 1/2h 一 VR — dm, 
这 就 是 说 ,a 必 可 表示 为 a 十 b V 9 的 形式 ,其 中 m, AE F, 从 而 9 都 是 F 中 的 数 ， 
这 就 说 明 数 域 K 是 由 数 域 F 添加 由 F 中 的 数 所 确定 的 数 4 的 平方 根 v9 生成 的 , 由 此 
可 见 K 是 下 的 二 次 扩 域 . 
综 上 所 述 ,F 上 添加 二 次 根 式 生成 的 正规 扩 域 与 保持 下 中 数 不 变 的 K 的 自 同 构 变 
换 群 有 密切 的 联系 . 
例 6.3.3 Q 上 不 可 约 方程 x' 一 2z? 十 9 = 0 的 根 域 K 二 Q(V32 ,i), 显 然 有 
QcCcQiDCQCv2D 和 QCQCV23)CQCV3,D. 
士 i 是 Q 上 不 可 约 方程 x? 十 1 = 二 0 的 根 , 士 V2 是 Q 上 不 可 约 方程 x 一 2 二 0 
的 根 . QC V2 ,i) 上 的 任何 元 素 都 可 以 表示 为 4 十 5 V2 十 di 十 di V2，, 其 中 a,b,c,d 
E Q, Q(V2 ,i) 上 的 一 个 自 同 构 变 换 ， 
S:Sl(at+bV2I +citdV2)=a—bV2 +ci—divVi, 
显然 5 保持 Qi) 中 的 数 不 变 ,Q( V2 ,i) 上 的 另 一 个 自 同 构 变换 ， 
T:Tl@a+bVI+itdvV2)=at+bVi -ddvVi, 
显然 了 保持 Q(CV 2 ) 中 的 数 不 变 ,而 TS 也 是 Q( V2 ,i) 的 一 个 自 同 构 变换 . 
因此 QCV2,i) 在 Q 上 的 自 同 构 群 H = {T,，S,T, TS}, 不 难 证 明 7: 一 S: 一 7 
TS = ST,(ST)(ST) = 7, 并 且 Q(V2,i) 在 Q(V2) 上 的 自 同 构 群 是 {1, 7T), 在 
Qi) 上 的 自 同 构 群 是 {1, S). Q(V2) 与 Q{i) 是 Q 与 QCV 2 ,i) 的 中 间 扩 域 .这 个 例 
子 说 明 , 不 同 的 中 间 扩 域 相应 于 不 同 的 自 同 构 群 . 


§ 6.4 方程 有 根 式 解 的 判别 方法 


方程 论 中 一 个 古典 的 问题 是 :给 了 一 个 数 域 严 上 的 一 元 = 次 方程 JT(z) = 0, 是 否 存 
在 一 个 由 f(z) 的 系数 的 有 限 次 加 、 减 、 乘 , 除 及 开 方 运算 组 成 的 公式 ,使 得 这 个 方程 的 
每 个 根 都 可 由 这 个 公式 表达 出 来 ? 

对 于 一 元 二 次 方程 cz: 十 好 十 c 二 0,a 关 0, 我 们 有 解 的 公式 : 
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pa a 

类 似 地 ,对 于 一 元 三 次 、 四 次 方程 ,我 们 也 有 相应 的 解 的 公式 . Galois 理论 就 是 研究 
五 次 及 五 次 以 上 的 一 元 方程 是 否 有 类 似 的 公式 解 . 

对 于 f(x) E FLzj, 首 先 假设 有 这 样 一 个 公式 存在 ,由 于 加 、 减 、 乘 、 除 运算 可 在 下 
中 进行 ,而 对 一 个 数 < 开 ?次 方 相当 于 求 一 个 数 “ 使 得 w 一 a, 因 此 存在 一 个 子 域 链 下 一 
FECRERSmCECR,=E, 其 中 F;= Fi,(@),(a)"€ Fi_,(1 志 i 过 有 ), 使 得 f(z) 
的 每 个 根 都 在 内 . 

反之 ,如 果 存 在 下 的 扩 域 链 , 使 得 f(x) 的 每 个 根 都 含 在 巨 内 , 则 对 方 f(z) = 0 的 
每 个 根 , 一 定 存在 它 的 一 个 表达 式 , 这 个 表达 式 是 由 f(x) = 0 的 系数 经 有 限 次 加 、 减 、 
乘 、 除 及 开 方 运算 组 成 的 ,此 时 我 们 说 7(z) 的 根 有 根 式 表示 . 

定义 6.4.1 域 的 扩张 E/F 称 为 纯 根 式 扩张 , 若 存 在 自然 数 n,w EEE, 使 得 wr E 下 
且 E 三 (w),E/F 称 为 根 式 扩张 , 若 存 在 纯 根 式 扩张 链 F = ES ESEC"…CSE, 
一 无 ,使 得 每 个 E,,1/E, 是 纯 根 式 扩张 . 

设 E 是 六 上 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 ,f(z) 称 为 根 式 可 解 (或 有 根 式 解 ) , 若 存在 一 个 
纯 根 式 扩张 链 F = E, SE, SE,CS… 忆 忆 使 得 ESE,. 

引 理 6.4.1 设 下 是 域 ,E = 二 (a,…a,) 是 下 的 扩 域 ,车 o E€ G(E/F), 且 对 所 有 的 
i 都 有 ol(@) = a, 则 a= le 

证 明 ”对 用 归纳 法 . 若 n 二 1, 则 对 每 个 wE E,w = f(a)/g(a), 其 中 f(z)， 
&(z) E F[z] 且 g(a) 关 0, 因 为 o 固 定 a 以 及 f(z) 和 g(z) 的 系数 , 故 o 固定 所 有 
E 玉 , 且 对 于 nn 二 一 1, 由 归纳 假设 ,o 固定 ==F(a,…a-,) 中 每 个 元 , 令 K 一 K(a,)， 
由 于 o 固定 w% 以 及 天 ,重复 上 述 作法 , 即 得 " 固定 所 有 的 wE K, ,结论 得 证 . 

引 理 6.4.2 设 普 是 正 整数 , 严 是 域 ,charF = 0 或 charF 不 整除 m,E 是 玉 上 多 项 
式 zx" 一 1 的 分 异域 , 则 GCE/F) 是 d 阶 循环 群 ,其 中 d|m. 

证 明 设 charF 不 整除 芭 , 则 mz"' 关 0, 因 而 (f(z), 广 (xz)) = 1, 则 f(x) 无 重 
根 . 因而 玉 含 及 个 不同 的 m 次 单位 根 , 易 知 这 m 个 m 次 单位 根 作成 EE 的 乘 群 E* 的 
一 个 子 群 W,, 它 是 m 阶 的 循环 群 ,因而 它 有 一 个 m 次 本 原单 位 根 . 设 其 中 的 一 个 本 原 
单位 根 为 。, 于 是 EE = 二 (w). 设 o€ GC(E/F), 则 对 某 个 1 三 i 过 mso(w) = wi, 考 虚 
G(E/F) 到 W 的 映射 

Por wy 

车 olw) = wi， 
则 ?是 群 的 单 同 态 , 故 GCCE/F) 是 a 阶 循环 群 ,其 中 d |m. 

推论 6.4.3 设 m 是 正 整 数 ,是 域 ,charF = 0 或 charF 不 整除 m. 若是 上 多 
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项 式 x" 一 b(0 关 bE 下) 的 分 列 域 , 且 下 含有 一 个 m 次 本 原单 位 根 $, 则 是 下 纯 根 式 
扩张 且 GC(E/F) 是 4d 阶 循环 群 ,其 中 dm. 

证 明 设 a€ EE 是 zx" 一 5b 的 一 个 根 , 则 a,ab,…,ab"!' 是 xz" 一 5 在 EE 中 的 w 个 
不 同 的 根 , 故 玉 三 (a) 且 a" 二 bE 下 ,从 而 EE 是 下 的 纯 根 式 扩张 ,由 类 似 于 命题 6. 2. 
2 的 证 明 可 知 G 是 d 阶 循环 群 , 其 中 d|m. 

引 理 6.4.4， 设 已 是 域 尺 上 多 项 式 7(z) 的 分 裂 域 , 若 F" 是 的 扩 域 ,E" 是 f(z) 
在 F*" 上 的 分 裂 域 , 则 pg: 一 > ols 是 G(E*/F") 到 GCE/P) 的 单 同 态 . 

证 明 ” 设 f(z) 在 E 中 的 根 为 a,…,a,, 则 EE 二 Fara),E" 二 Fr' Ca a,), 显 
然 有 三 ESSE", 对 于 YoE€ GCE*/F*), 因 为 o 置换 f(z) 的 根 , 故 ols € GC(E/F). 
直接 验证 可 知 p 是 一 个 群 同 态 . 又 

oro€EKerpH ol =1O om) =a(l Si<n) So=1, 
因此 Kery = 1, 即 9 为 单 同 态 . 

引 理 6.4.5 设 思 为 素数 ,已 是 已 的 户 次 Galois 扩 张 , 若 严 含有 一 个 户 次 本 原单 位 
根 w 则 已 = F(a), 其 中 E FF. 

证 明 ”因为 E/F 是 p 次 Galois 扩张 , 故 它 的 Galois 群 G= GCE/P) 是 记 阶 循环 
群 . 设 G = (o), 把 看 作 玉 上 的 向 量 空间 ,因为 ao € G(E/F), 故 对 于 任意 的 a € Fsu 
EE, 我 人 有 olau) = ola)alu) = aol(wu), 因 而 o 可 看 作 E 的 一 个 线性 变换 . 因为 是 
阶 元 , 故 o = 1s, 从 而 o 的 特征 值 是 次 单位 根 . 因为 o 取 1:, 故 对 于 o 的 某 个 特征 向 量 
a € EE, 存 在 一 个 不 等 于 1 的 n 次 本 原单 位 根 “ 使 得 o(a) = wa, 于 是 a 入 下 ,又 ola?) = 
wa? 二 af, 由 此 ar€E E*==F. 有 p=[E:F]=[E:F(a)][FCa): FF], 因 为 [F(a) : FF] 
关 1, 故 [E: F(a)] = 1, 也 即 E= F(a). 

定理 6.4.6 设 正 是 域 ,7(z) € F[z] 是 n( 宇 1) 次 可 分 多 项 式 ,E 是 f(x) 在 F 上 
的 分 裂 域 , 则 G(E/F) 同 构 于 n 次 对 称 群 5, 的 一 个 子 群 . 

证 明 ” 设 W= 二 {a,…,a,) 是 f(x) 的 n 个 不 同 的 根 组 成 的 集合 ,对 于 o € G(E/F)， 
知 clw 是 W 的 一 个 置换 , 即 olwE€ Sw 旦 5S,, 令 gp:or—>olw 是 GC(E/F) 到 5, 的 映射 ;对 
Vor €E GIE/F),p (or)(a) = (or)|w(a) = (or)(a) = ol(r(@) = alrlw(@)) = 
alw(rlw(a)) 一 JY)g(7) (8), 故 lor) = glo)y(r),p 是 同 态 ;车 o € Kerp, 则 olw(a) 
二 a( 对 VY). 又 o 也 固定 下 ,所 以 o = 1s, 即 Kery = 1, 故 9 是 单 射 . 

定理 6.4.7 设 忆 是 域 ,p(z) 是 F[z] 的 可 分 多 项 式 ,E 是 p(z) 在 上 的 分 裂 域 ， 
则 p(z) 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 CCE/F) 是 p(zx) 的 零点 组 成 的 集合 上 的 传递 群 , 即 
G(E/F) 传递 地 作用 在 p(x) 的 零点 组 成 的 集合 上 . 

证 明 ” 设 p(z) 是 不 可 约 的 ,a,BE E,E 是 p(xz) 的 根 , 则 存在 F(a) 到 严 (B) 的 同 
构 9 使 得 wa) 二 B, 且 固定 下 .又 知 p 可 扩展 为 玉 的 一 个 自 同 构 多 使 得 加 固定 下 ,也 即 
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多 EG(E/FF). 现 在 有 @(a) 一 gla) 一 B, 故 GCE/E) 传递 地 作用 在 p(z) 的 根 集 ( 零 点 组 
成 的 集合 ) 上 . 

反之 , 设 GCE/F) 传递 地 作用 在 p(z) 的 根 集 上 , 车 p(z) 可 约 , 设 p(z) = 
Pi(T)pa(ZT)…pr(z), 其 中 p(xz) E FF[z] 是 不 可 约 的 ,三 2. 在 已 中 选择 户 (z) 的 一 个 
根 ,选择 ps(z) 的 一 个 根 ,由 假设 存在 rcE GCE/F) 使 得 ola) = B, 由 命题 6.6.2 知 ， 
0 置换 p(z) 的 根 . 又 因为 (z) 无 重 根 , 故 8 不 能 是 户 (z) 的 根 ,矛盾 . 故 &= 二 1, 即 p(x) 
是 不 可 约 的 . 

定理 6.4.8 设 K 是 的 有 限 可 分 扩 域 , 则 存在 KK 的 扩 域 已 使 得 已 是 F[z] 中 某 
个 多 项 式 f(z) 的 分 裂 域 . 车 下/F 是 根 式 扩张 , 则 E/F 也 是 根 式 扩 张 . 

证 明 设 K 二 (a …a,), 则 对 每 个 ,存在 F 上 唯一 的 不 可 约 多 项 式 为 p,(z) 使 
得 户 (%) 二 0. 令 EE 是 f(x) = (zx)…p,(zx) 在 FF 上 的 分 裂 域 ; 则 KE. 

另 一 方面 ,车 a ,es 是 p(x) 的 两 个 根 ,存在 F(a,) 到 F(as) 的 同 构 映射 少 使 得 %Cai ) 
二 a， 这 样 的 可 扩展 为 EE 的 自 同 构 go€ G = G(E/F) 使 得 ca) = J(a) = ww， 

又 知 若 w 是 f(z) 的 一 个 根 , 则 对 任意 的 o€ G,aCw) € oCK) 也 是 f(z) 的 根 ,从 
而 巨 由 {olK)le € G)} 生成 ,其 中 olK) = Flo(a)…o(a,)). 设 KK/F 是 根 式 扩张 ,不 妨 
设 

FEFOIEFOY)E EF 一 天 
其 中 每 个 玉 (Y1,7,…7i41) 是 开 (% ,7,…7) 的 纯 根 式 扩张 ,于 是 对 于 每 个 rE G,o(K) 一 
(a(71)"…a(Y,)), 是 下 的 根 式 扩张 .下 证 是 下 的 根 式 扩张 , 令 M, = (oc(7,)|o € G)， 
把 M, 中 的 元 添加 到 下 中 ,得 到 下 的 一 个 扩 域 K,, 设 G = {1,0,r， …}), 则 我 们 有 下 列 纯 
根 式 扩 张 链 

FEFOY) SEF,ANN) EFV TIN SE SK, 

例如 , 若 次 E 忆 , 则 rz(OY) ==r(71)" Er(F) 二 ,因而 r(7)"E€ FCF(Y,,0(7,)). 
假设 对 所 有 的 ji, 包 含 M, = {olY,)le E G) 中 所 有 元 的 根 式 扩张 有,/F 已 构造 出 来 ， 
令 Mini = {olYi41)1o E G}) ,类 似 于 上 述 作 法 ,把 M,,, 中 的 元 添加 到 K, 中 ,得 到 K, 的 
一 个 扩 域 Ki, ,显而易见 让 ,1/K; 是 根 式 扩张 . 

例如 ,车 7% E C74,72…7), 则 T7404) E FCr(71)…r(7)) 己 K,, 由 此 可 知 Ki 
是 下 的 根 式 扩张 .由 归纳 原理 知 ,因为 已 = K,, 故 是 下 的 根 式 扩张 . 

定理 6.4.9 设 忆 是 特征 为 零 的 域 , 则 玉 上 多 项 式 有 根 式 解 当 且 仅 当下 上 多 项 式 
的 Galois 群 是 可 解 群 . 

证 明 二 设 上 多 项 式 f(z) 有 根 式 解 , 则 存在 一 个 纯 根 式 扩张 链 

F=ECEGCG-"CE,=Kk 
使 得 书生 开 , 其 中 无 是 7Cz) 在 上 的 分 裂 域 , 设 Ei, 一 E(w) ,wr 一 we ,由 定理 
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6. 4.8 可 设 氏 是 下 的 Galois 扩 张 , 设 G=GCE/F) 是 F(z) 在 已 上 的 Galois 群 ,由 Galois 
基本 定理 ,G(E/F) 鱼 G(K/F)/G(K/E). 只 需 证 G(K/F) 可 解 即 可 . 
令 n = 二 mns*…n, 令 M 是 xz" 一 1 在 玉 上 的 分 裂 域 , 知 M 有 一 个 n 次 本 原单 位 根 $， 
可 以 看 出 ,所 有 的 nm.(1 三 i 过) 次 单位 根 均 在 F(L) 中 ,因为 K 是 玉 的 Galois 扩张 , 故 
它 是 下 上 某 个 多 项 式 g(x) 的 分 裂 域 . 设 M 是 多 项 式 (z" 一 1)g(z) 在 上 的 分 裂 域 , 故 
M 也 是 已 上 的 Galois 扩张 ,因为 下 三 天 所 M, 再 由 Galois 基本 定理 ， 
GCK/F) GQG(M/F)/G(M/R), 
因而 只 需 证 GCM/F) 可 解 即 可 . 
令 Mo = FM = FM,= Mi(o) AM = M(w) = M, 
因为 所 有 的 次 本 原单 位 根 均 在 Mi = FG5) 中 ,从 而 都 在 M, 中 , 故 在 ;一 0 之 后 Mir 
是 M, 的 分 裂 域 ,因而 Mi,+, 是 M, 的 Galois 扩 张 . 令 H,=G(M/M), 则 H,= GM/F)， 
Hii=1 
于 是 我 们 得 到 GCM/F) 的 子 群 列 
HDHDHn=1. 
因为 M 是 M, 上 的 Galois 扩张 ,Mi 是 Mi 上 的 Galois 扩张 ,由 Galois 理论 的 基本 
定理 知 
GM/Mi1) = Hi SG(M/M;) = Hi, EL Hi/Hin GGMin/M), 
则 对 Yi,Hi/Hisi 是 循环 群 , 知 GCM/F) 是 可 解 群 . 
三 设 玉 是 f(z) 在 下 上 的 分 裂 域 ,f(z) 的 Galois 群 G = G(E/F) 是 可 解 群 , 则 GG 
有 一 个 指数 为 素数 p 的 正规 子 群 玉 , 设 是 一 个 次 本 原单 位 根 . 因为 下 的 特征 为 零 ， 
故 含 在 下 的 某 个 扩 域 ”中 ,我 们 对 [E: 三 用 归纳 法 . 
车 下 = EE, 结论 显然 成 立 ,此 时 是 它 自身 的 根 式 扩张 域 . 考虑 中 间 域 二 E” 一 
巨 , 因为 E/F 是 Galois 扩张 , 故 E/E* 也 是 Galois 扩张 . 由 Galois 理论 的 基本 定理 知 
G(E/E”) 也 是 可 解 群 . 因为 [E : E”] 二 [E: 下], 由 归纳 假设 ,存在 一 个 纯 根 式 扩张 链 
[i 
其 中 巨 己 ,因为 H<IG, 又 由 Galois 理论 的 基本 定理 知 ,E*/F 是 Galois 扩张 , 且 
[G:H]=p= [E:E’"]. 
我 们 分 两 种 情况 讨论 . 
Dw E F. 在 这 种 情况 下 ,E” = F(a), 其 中 a* € 下 ,因而 上 述 纯 根 式 扩张 链 可 以 通 
过 添加 玉生 E* 加 长 而 得 到 E,/F 是 一 个 根 式 扩张 . 
2)w 攻 下 . 令 F" = 二 FP(w), 设 E" = 二 E(w), 因 为 E 是 f(x) 在 F 上 的 分 裂 域 , 故 E* 
是 f(z)(z? 一 1) 在 FF 上 的 分 裂 域 .由 于 charF = 0, 故 xz? 一 1 是 可 分 多 项 式 ,由 定理 4. 
1.4 知 EE*/F 是 Galois 扩 张 ,从 而 E*/F* 也 是 Galois 扩张. 设 G* 二 GLE*/F*), 则 存 
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在 一 个 G" 到 G 的 单 同 态 ,于 是 G" 也 是 可 解 群 . 

因为 。 € F* ,这 归纳 为 情形 1) ,从 而 存在 纯 根 式 扩张 链 

有 三 了 三 三 已 ,其 中 天 GE CE:, 

又 fF" 二 (w), 故 这 个 纯 根 式 扩张 链 可 以 通过 添加 玉生 "加 长 而 得 到 所 ; /FF 的 一 
个 根 式 扩张 ,由 归纳 原理 ,结论 成 立 : 

推论 6.4.10” 设 玉 是 特征 为 零 的 域 , 则 次 数 三 4 的 太 上 多 项 式 f(z) 都 有 根 式 解 . 

证 明 设 G 是 f(z) 的 Galois 群 , 则 G 同 构 于 S, 的 一 个 子 群 ,但 S, 是 可 解 群 ,从 
而 G 是 可 解 的 , 即 f(x) 有 根 式 解 .对 于 5 次 以 上 的 多 项 式 , 有 些 有 根 式 解 ,有 些 则 没有 . 

例 6.4.11 Q 上 的 多 项 式 x’ 一 1 有 根 式 解 ,因为 车 是 一 个 5 次 本 原单 位 根 , 则 
QG) 是 zx 一 1 的 分 列 域 ,又 它 的 Galois 群 是 循环 群 ,从 而 有 根 式 解 . 

例 6.4.12 Q 上 的 多 项 式 z; 一 6z 十 3 没有 根 式 解 . 下 面 我 们 对 此 进行 证 明 ， 

由 Eisenstein( 艾 森 斯 坦 因 ) 判别 法 知 ,f(x) = zz 一 6z 十 3 在 Q 上 不 可 约 ,因而 
了 (z) 在 Q 上 的 分 裂 域 已 上 的 次 数 被 5 整除 ,从 而 5 整除 |G|, 其 中 G = GCE/Q) 同 构 
于 $ 的 一 个 子 群 ,因为 5; 中 阶 为 5 的 元 只 能 是 5 轮换 , 故 G 含 有 一 个 5 轮换 ,不 妨 设 为 
(12345), 通过 计算 得 ,f( 一 2) = 一 17,7(0) = 3,f(1) = 一 2,f(2) = 23. 由 此 可 知 
f(z) 至 少 有 三 个 实 根 .车 f(z) 有 4 个 实 根 , 则 (zx) = 5z' 一 6 将 至 少 有 3 次 为 零 ,这 
不 可 能 ,因而 f(z) 恰 有 3 个 实 根 ,又 由 代数 基本 定理 ,7(z) 恰 有 两 个 非 实 根 . 设 r 是 复 
数 域 C 上 的 共 轧 自 同 构 , 则 r+ 互 换 这 两 个 非 实 根 ,而 固定 另外 3 个 实 根 , 故 r|s € G 是 一 
个 对 换 , 不 妨 设 为 (1,2), 现在 G 含 有 一 个 5 轮换 (1,2,3,4,5) 和 一 个 对 换 (1,2). 考虑 二 
(1,2,3,4,5),(1,2) 二 ,计算 (1,2) 被 (1,2,3,4,5) 的 共 思 , 利 用 5; = {(1 让 1i== (2,3， 
4,5))， 易 知 C 刍 5;, 因 为 5; 不 是 可 解 群 ,所 以 没有 根 式 解 . 

推论 6.4.11 设 玉 是 特征 为 零 的 域 , 则 KK 上 (三 5) 次 一 般 多 项 式 没有 根 式 解 . 

证 明 设 jz) = (Cz 一 %) (z 一 y,) 是 K 上 的 n 次 一 般 多 项 式 , 设 E== Ky 
0 一 天 (aoa ras-1) ,其 中 a 是 关于 yy…y, 的 初等 对 称 多 项 式 , 则 已 是 F(z) 在 


下 上 的 分 裂 域 . 
首先 我 们 证 明 G(E/F) 鱼 5S,. 设 o€ 5,, 令 
Gf yr ye) rf ye) yo), 


通过 验证 可 知 o 是 KK[y,…y,] 的 一 个 自 同 构 , 因 为 玉 是 K[y,…y,] 的 商 域 , 则 以 明 
显 的 方法 5 可 扩展 为 的 自 同 构 o* ,又 由 的 作法 知 o* 固定 下 ,从 而 co" E G(E/F). 易 
验证 oa" 是 5, 到 GCE/F) 的 单 射 . 从 而 
lS.| < IGCE/F)|, 双 IG(E/F)| < 15.|, 故 G(E/F) 2 5,. 
从 以 上 讨论 看 出 ,有 的 n( 宇 5) 次 方程 有 根 式 解 ,有 的 没有 根 式 解 ,这 完全 取决 于 方 
程 的 Galois 群 是 否 为 可 解 群 ,因而 Galois 群 的 计算 是 十 分 重要 的 ,但 它 一 般 是 非常 困难 
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的 ,目前 Galois 理论 领域 研究 内 容 之 一 就 是 计算 有 理 数 域 Q 上 小 次 数 的 多 项 式 的 
Galois 群 . 

Galois 理论 中 一 个 有 趣 的 称 为 道 Galois 问题 是 :对 每 一 个 有 限 群 G, 是 否 存在 Q 上 
的 Galois 扩张 巨 ,使 得 GCE/Q) 一 G? 从 目前 结果 来 看 我 们 对 这 个 问题 的 回答 都 是 肯定 
的 .已 经 知道 下 列 群 是 Q 上 的 Galois 扩 张 玉 的 Galois 群 :4,,5,,PSL(2,p)(p 为 素数 )， 
可 解 群 .有 限 单 群 分 类 完成 之 后 ,已 知 大 多 数 单 群 都 是 Galois 群 . 


问题 6. 4 


1. 确定 下 列 多 项 式 的 Galois 群 . 

Dfi(z)= 7 — zx 4 

Dfi(r) 一 守 一 2xz2 十 4 

Wflz) 一 了 一 z 十 1 

AfNr) 2 1 

Dfslz) = zx — 10r:+1. 

2. 设 f(z) 是 Q[z] 的 p 次 不 可 约 多 项 式 ,p 为 素数 ,车 f(x) 恰 有 两 个 复 根 , 则 f(z) 
在 Q 上 的 Galois 群 是 S 举例 说 明 , 如 果 户 不 是 素数 ,结论 不 一 定 成 立 . 

3. 利用 上 题 证 明王 一 2z 一 8z 十 2,zs 一 4z 十 2 没有 根 式 解 . 

4. 设 下 是 特征 为 零 的 域 ,f(z) E F[z] 是 5 次 多 项 式 ,其 分 裂 域 为 已 ,求证 ;7Cz) 有 
根 式 解 当 且 仅 当 [E : F] < 60. 

5. 证明: 对 有 限 群 G, 存 在 Galois 扩张 E/F 使 得 G(E/F) 之 G. 

6. 设 f(z) 是 域 忆 上 的 不 可 约 多 项 式 , 若 它 有 一 个 根 可 用 根 式 表示 , 则 它 所 有 的 根 
都 可 用 根 式 表示 . 


§ 6.5 Galois 群 与 用 根 号 解 代 数 方程 


定义 6.5.1 设 f(z) 二 0 是 数 域 F 上 的 方程 , 数 域 N 是 f(z) = 0 的 根 域 , 则 称 N 
在 F 上 的 自 同 构 群 为 方程 /(z) = 0 的 Galois 群 . 

已 知 Q 上 的 方程 x' 一 27? 十 9 二 0 的 根 域 N 二 QC(V2 ,5 而 QCV2 ,DD 在 Q 上 
的 自 同 构 群 是 {1, 5, 了, TS), 因 此 ,Q 上 的 方程 xz' 一 2z* 十 9 二 0 的 Galois 群 是 {1, 5S， 
T,TS ,其 中 Tt= 5:=1,TS =ST,ST%ST = SSTT=1, 

定理 6.5.1 设 f(z) = 二 zz 十 qz 十 … 十 a_i7 十 Qs 是 数 域 F 上 的 不 可 约 多 项 
式 , 在 根 域 N 内 有 个 不 同 的 根 ,; 则 f(z) = 0 的 Galois 群 是 x! 个 置换 构成 的 对 称 群 5,. 
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证 明 设 凡 ,wu 是 方程 f(z) =0 的 nn 个 不 同 的 根 , 知 N 是 F 的 正规 扩 域 . 又 
N 在 F 上 的 自 同 构 群 的 任意 元 素 了, 必 把 根 变 成 其 共 思 数 ,而 且 不 同 的 根 所 对 应 的 共 
思 数 也 不 同 , 因此 了 相当 于 w ws…w, 的 一 种 排列 , 即 为 置换 . 
另 一 方面 ,由 根 域 的 定义 知 N 中 的 任 一 数 x 必 可 表示 为 系数 属于 下 的 zi， wu…tu, 的 
多 项 式 ， 
包 = h(u us as) 


因为 F 中 的 数 在 T 的 作用 下 不 变 ,所 以 


T(w) = Th uu)) 一 大 (TCD)， Tus) Tu,)) 
= hu r,t ). 
所 以 了 在 。 上 的 作用 ,完全 由 7 了 在 wws…u, 上 的 作用 , 即 TCw) 一 四， 一 1，2 


这 一 置换 所 唯一 确定 . 综 上 所 述 , 自 同 构 变换 /和 置换 可 看 成 是 相同 的 变换 . 

下 面 讨论 本 节 的 中 心 问题 :怎样 的 方程 才 可 以 用 代数 方法 . 

定理 6.5.2 。F 一 Q(a,as…a) 上 的 代数 方程 :xz" 十 aiz" 十 … 十 a 十 a, 二 
0 的 Galois 群 为 可 解 群 筷 方程 可 用 代数 方法 求解. 

我 们 知道 ,一 个 方程 能 用 代数 方法 求解 等 价 于 它 的 根 域 N 可 由 下 经 过 有 限 次 添加 
根 式 生 成 ,每 次 添加 根 式 生成 的 扩 域 K ,形成 一 列 插 在 F 与 N 之 间 的 中 间 域 : 

F~=K,CKCEKC.CK,=N, Cx) 

Kisi 是 由 Ki 添加 zx 一 a = 0 的 根 (a; € K,~ 是 素数 ) 生成 的 扩 域 ,可 以 证 明 , 数 1 
的 任意 次 根 总 可 由 有 理 数 经 有 限 次 加 、 减 、 乘 , 除 及 开 方 运算 求 得 ,因此 不 妨 先 把 1 的 所 
有 各 次 方 根 添加 到 下 中 而 生成 一 扩 域 , 为 简单 起 见 仍 记 此 扩 域 为 F, 即 不 妨 设 F 是 包含 
方程 系数 及 1 的 各 次 根 的 最 小 数 域 ， 显 然 , 这 并 不 影响 方程 能 否 用 代数 方法 求解 的 讨 
论 . 

方程 蕊 一 “一 0 的 根 , 除 了 咏 , 还 有 of ,ordt ve 四 ,其 中 心 是 1 的 六 次 原 根 ， 


这 些 与 3 共 思 的 根 也 都 属于 K,,,( 因 为 名 属于 F) ,因此 Ki;, 是 K, 上 的 方程 x 一 a = 
0 的 根 域 ,从 而 是 Ki 的 正规 扩 域 , 所 以 上 面 的 一 列 扩 域 K,, K,,… ,K, 都 是 正规 扩 域 ,并 
且 

[Ki:F] = my[K::， Ka:] =7 ,0 [KK] = [N :天 -中 =” 都 是 素数 . 

下 面 根据 正规 扩 域 序列 C(* ) 分 析 N 在 F 上 的 自 同 构 群 ( 即 方程 的 Galois 群 G 的 结 
构 ). 由 于 FC K CN, 所 以 使 K, 中 的 数 不 变 的 IN 的 自 同 构 变 换 当然 也 使 F 中 的 数 不 
变 , 故 N 在 K, 上 的 自 同 构 群 G, 是 CG 的 子 群 ,而 且 由 于 K, 是 F 的 正规 扩 域 ,可 以 证 明 Gi 
一 定 是 G 的 不 变 子 群 ;并 且 (G 的 阶 数 ):(G; 的 阶 数 ) = [Ki:F] = 

同 理 , 域 N 在 K, 上 的 自 同 构 群 G, 是 G-， 的 不 变 子 群 ,并 且 (G,_， 的 阶 数 ):(G, 的 阶 
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数 ) = [K,:K-,]r 汪 一 1,， 2 …s, 所 以 由 正规 扩 域 序列 (* ) 得 出 Galois 群 的 不 变 子 群 序 
列 

GIGIDGI G6,=1, 
并 且 由 于 ,7r,，,… wr, 都 是 素数 ,所 以 G; 都 是 Ci,-; 的 极 大 不 变 子 群 . 所 以 上 式 是 合成 群 
列 ,ni,，r2，*…7, 是 组 合 因数 . 因此 , 当 一 个 方程 可 用 代数 方法 求解 时 , 它 的 Galois 群 的 
组 合 因数 都 是 素数 , 即 它 的 Galois 群 是 可 解 群 . 

反之 ,如 果 一 个 方程 在 其 系数 域 中 的 Galois 群 是 可 解 群 , 则 此 方程 必 可 用 代数 方法 
求解 . 

下 面 对 这 一 点 进行 简单 的 说 明 . 先 看 一 种 特殊 情况 , 即 数 域 F 上 的 方程 :z" 十 
zx! 十 十 4,-iz 十 a 二 0 的 次 数 n 是 素数 的 情况 .此 时 它 的 Galois 群 是 由 形 如 a 二 
(1 2 3 …n) 的 置换 所 构成 的 循环 群 ,G = (TI，o,o …a"') ,这 个 群 是 可 解 群 , 它 的 合成 
群 列 是 G 必 T= {0)}. 

设 方程 的 根 为 ri ,x;…z,, 这 nn 个 根 可 用 下 面 的 方法 求 得 . 

设 w 是 1 的 n 次 原 根 .考虑 方程 组 

十 Ti 十 三 十 十 ZT 二 ro 二 一 a 
Ti 十 Wrst ozs 十 … 十 or-izo 一 六 
2 十 ozzs 十 olzi 十 … 十 or- 


Ti 十 wiz 十 wzy 十 十 DT 二 = Tl 

任 取 上 述 方程 组 中 的 一 个 方程 

Ti wiry 十 ouzs 二 0 二 wD, = rh, 
把 置换 a 二 (1 2 3 …n) 作用 于 此 方程 的 左边 ,得 

Zs 二 zy 十 VT 十 十 wT 十 wT 
这 与 用 wr * 乘 方 程 的 左边 所 得 结果 相同 ,这 是 因为 w = 1, 故 

= wp 
所 以 

Zi zs 十 zy 十 …… Wz, 十 wo-Dtri = rw 
因此 置换 a 二 (1 2 3 …n) 把 nh 变 为 nw, 但 (ryw*)" 二 (7,)", 所 以 置换 a 不 改变 (7)" 
的 值 ,由 于 群 G 中 的 置换 都 是 “ 的 乘 寡 , 所 以 G 中 的 所 有 置换 都 不 改变 (r,)" 的 值 . 由 此 


(ra)" 必 为 下 中 的 元 素 ,可 令 (ri* 一 wm, 则 wm E 下 , 亦 即 7 二 a; 因此 上 面 方程 组 可 写 
成 
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十 二 十 二 十 中 十 于 二 二 al 
志和 下 人 和 
Zi 十 ozrs 十 or 十 … 十 oz 一 Ya: 


十 or-izrs on wr, = ov- 
其 中 mo a1 EEF. 
由 于 上 面 线 性 方程 组 ,所 以 只 要 对 
wy, wn Ya, Va, Na 
进行 有 限 次 加 、 乘 、 除 运算 ,就 可 以 解 出 zi ,zs …zv* 由 此 
ZirTe “Ts €E Flo N/a, Vass ya )， 


即 方程 可 用 代数 方法 解 出 . 
二 一 般 情 况 , 若 它 在 系数 域 中 的 Galois 群 是 可 解 群 , 即 合成 群 列 G 定 G, 定 G, 了 
二 7, 其 中 G, 是 Ci-, 的 极 大 不 变 子 群 , 且 (G,-, 的 阶 数 ): (G, 的 阶 数 ) = ,i = 1, 2 
都 是 素数 , 则 可 以 证 明 其 根 域 N 与 系数 域 F 之 间 也 有 相应 的 正规 扩 域 序列 
了 一 天。 CCK CCK CC… 记 天 一 N, 且 [K: Ky]= r= 1,2%s, 


因为 K,;, 是 K; 的 正规 扩 域 ,又 Ki;, 是 Ki(i = 0,1, 2 …s 一 1) 上 某 一 方程 p,(x) 

三 0 的 根 域 ,可 以 证 明 p,(z) = 0 在 数 域 K, 中 的 Galois 群 是 
{1,a = (1 2 7) 71), oe oo) 

上 面 简单 地 说 明了 方程 能 用 根 号 求解 (代数 方法 求解 ) 的 伽 罗 华 条件 的 证 明 思 路 ， 
由 此 可 以 看 出 其 关键 是 正规 扩 域 序列 和 相对 不 变 自 同 构 群 的 合成 群 列 间 的 对 应 ,而 这 
也 正 是 Galois 理论 的 核心 内 容 . 这 里 只 介绍 了 一 些 概念 和 直接 引用 了 一 些 结论 ,至 于 这 
些 结论 的 严格 证 明 , 限 于 篇 幅 ,就 不 可 能 详细 叙述 了 . 

最 后 研究 五 次 及 五 次 以 上 方程 不 能 用 根 号 解 出 的 问题 ; 因 ”次 代数 方程 的 Galois 
群 是 对 称 群 5,, 又 当 二 4 时 S 不 是 可 解 群 ,所 以 次 代数 方程 当 n 二 4 时 不 能 用 根 号 
解 出 ,这 就 是 下 面 的 定理 : 

定理 6.5.3 五 次 及 五 次 以 上 的 代数 方程 不 能 用 代数 方法 求解 . 


问题 6.5 


1. 求 证 : 当 p 二 7 时 ,z? 一 1 素 域 Z/(p) 上 可 用 根 号 解 . 
2: 求 证 :x” 一 1 素 域 Z/(3) 上 可 用 根 号 解 . 
3. 令 二 十 az 十 0 在 特征 为 2 的 域 尺 上 不 可 约 ,证 明 : 它 的 Galois 群 或 是 S$; 或 是 4A,. 
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录 令 并 十 az* 十 6 在 特征 不 为 2 的 域 玉 上 不 可 约 ,G 是 它 的 Galois 群 ,证 明 : 
Q1) 车 5 是 下 中 元 素 的 平方 ,G 为 Klein 四 元 群 ; 

(2) 车 5 不 是 下 中 元 素 的 平方 ,但 bla? 一 2) 是 , 则 G 是 4 阶 循环 群 ， 

(3) 车 与 ba 一 45) 都 不 是 下 中 元 素 的 平方 , 则 G 是 8 阶 群 . 


8$6.6 尺 规 作 图 问题 


本 节 我 们 讨论 直 尺 与 圆规 作 图 问题 . 什么 是 直 尺 与 圆规 作 图 问题 呢 ?依照 希腊 人 柏 
拉 图 的 观点 ,最 “完美 的 ” 几何 图 形 就 是 直线 和 圆 . 作 一 几何 图 形 的 工具 只 能 是 圆规 与 
直 尺 (无 刻度 ), 仅 用 这 两 种 工具 ,哪些 图 形 可 以 作出 ,这 就 是 所 谓 的 直 尺 与 圆规 作 图 问 
题 . 

用 圆规 和 直 尺 可 以 作出 许多 图 形 , 可 以 把 一 条 线段 分 成 任意 多 个 相等 的 线段 ,可 以 
把 一 个 角 二 等 分 ,可 以 画 一 条 与 已 知 直线 平行 的 直线 ,以 及 作 正 三 角形 和 正 五 边 形 等 . 
然而 也 有 一 些 几 何 作 图 问题 , 仅 用 圆规 与 直 尺 这 样 的 工具 是 不 充分 的 . 两 千 多 年 前 , 古 
希腊 人 留 给 我 们 四 个 著名 的 几何 作 图 难题 ,它们 是 ， 

《1) 化 圆 为 方 : 

能 否 用 圆规 和 直 尺 作出 一 正方 形 使 其 面积 与 给 定 圆 的 面积 相等 ? 

(2) 立方 倍 积 : 

给 了 任意 一 个 正 立 方 体 ,能 否 用 圆规 和 直 尺 作出 一 个 立方 体 ,其 体积 是 原 立 方 体 体 
积 的 2 倍 ? 

(3) 三 等 分 任意 角 : 

能 否 用 圆规 和 直 尺 三 等 分 任意 角 ? 

(4) 分 圆 问 题 : 

对 于 Yn > 3, 能 否 用 圆规 和 直 尺 作出 一 个 正 n 边 形 ? 

毫 不 奇怪 , 古 希腊 人 发 现 解决 以 上 这 四 个 问题 是 特别 困难 的 ,他 们 用 圆规 和 直 尺 无 
法 作出 这 些 图 形 . 但 是 他 们 也 不 能 证 明 这 形 不 能 作出 ,因而 他 们 花费 了 大 量 的 聪明 


才智 去 探寻 这 些 问题 的 解答 ,特别 是 阿 基 米 德 使 用 极限 的 技巧 取得 了 3 其 < 一 3 二 


这 样 惊人 的 成 就 ,但 是 仍然 无 助 于 问题 的 解决 . 

这 些 问题 在 历史 上 曾经 困扰 古人 很 长 时 期 ,直到 出 现 近世 代数 ,这 些 问 题 直 到 19 
世纪 才 被 证 明 是 不 可 能 问题 . 我 们 通过 笛 卡 尔 的 划时代 的 工作 一 一 引入 坐标 系 , 把 代 
数 和 几何 联系 起 来 , 它 使 我 们 能 把 几何 问题 转化 为 代数 问题 ,这 样 我 们 再 借助 于 域 扩张 
和 Galois 理论 可 以 给 出 上 述 4 个 问题 一 个 圆满 的 回答 ,因而 也 是 用 代数 方法 解决 几何 
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问题 的 典范 . 但 是 ,由 于 中 学 里 不 可 能 学 习 近 世 代数 ,因而 不 断 有 一 些 只 具 中 学 数学 知 
识 的 青年 还 在 研究 这 些 问题 ,应 该 劝导 他 们 不 要 再 在 这 些 问题 上 浪费 时 间 . 下 面 来 看 近 
世代 数 是 如 何 解决 这 些 问题 的 . 首先 ,我 们 要 把 这 些 问题 化 为 近世 代数 的 问题 . 

为 了 阐述 尺 规 作 图 的 可 能 性 的 充 要 条 件 ,我 们 首先 需 把 几何 问题 转换 成 代数 语言 . 
为 此 ,还 需 把 尺 规 作 图 的 准则 再 强调 一 下 . 


1. 几何 作 图 问题 的 代数 提 法 


设 在 平面 上 已 知 w 个 点 ,我 们 选择 直角 坐标 系 和 确定 点 (0,1) ,并 设 在 此 坐标 系 中 
已 知 的 天 个 点 的 坐标 为 Cry ,… (znsym); 令 正二 Q(zniyyi ,zmsym) ,从 这 些 已 知 
点 出 发 通过 有 限 次 下 列 操作 可 构造 出 的 点 称 为 可 构造 点 ,对 应 的 坐标 称 为 可 构造 数 . 这 
些 操作 是 : 

(1) 过 已 得 到 的 两 点 画 一 条 直线 ; 

(2) 以 某 个 点 为 圆心 ,以 某 两 个 点 之 间 的 距离 为 半径 画 圆 ; 

(3) 计算 并 标 出 两 直线 的 交点 坐标 ; 

(4) 计算 并 标 出 一 直线 和 一 圆 的 交点 坐标 ; 

(5) 计算 并 标 出 两 圆 的 交点 坐标 . 
因而 尺 规 作 图 问题 化 为 求 出 所 有 可 构造 数 的 问题 . 

一 个 平面 几何 作 图 问题 就 是 从 已 知 的 有 限 个 图 形 (点 、 直 线 、 圆 等 ), 用 圆规 和 直 尺 
作出 适合 已 知 条 件 的 几何 图 形 . 一 个 几何 图 形 可 作出 就 是 利用 我 们 的 假设 作出 一 些 适 
当 的 点 ` 线 和 圆 . 但 直线 和 圆 都 可 由 点 来 决定 , 故 用 圆规 和 直 尺 作 图 问题 可 以 看 为 由 已 
知 点 作出 适合 某 些 条件 的 点 的 问题 ， 又 借助 于 坐标 系 , 作 点 的 问题 可 看 为 作 复数 的 问 
题 . 因而 我 们 讨论 的 圆规 与 直 尺 作 图 问题 就 是 从 有 限 个 复数 出 发 ,得 到 所 要 的 复数 . 这 
样 作 图 问题 完全 转化 为 代数 问题 . 为 此 我 们 引进 下 列 概念 . 


设 下 是 域 , 域 玉 称 为 的 平方 根 域 ,车 EE 二 F(a), 其 中 心 E, 记 a 一 a, 其 中 
ae ,一 个 域 扩 张 链 
F=F EFCFCCEFRCC 
称 为 平方 根 域 链 , 车 对 每 个 i,F, 是 已 ， 的 平方 根 域 . 


2. 可 构造 数 基本 定理 


定理 6.6.1 设 K 是 所 有 可 构造 数 的 集合 , 则 K 是 实数 域 R 的 子 域 ,是 有 理 数 域 Q 
的 扩 域 , 即 Q 寺 KR. 
证 明 首先 证 K 是 一 个 数 域 ,对 任何 a,5 € K,a 十 5 可 用 圆规 . 直 尺 做 出 (以 下 简 
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称 “可 做 出 ”), 故 a 十 bE KK,ab 可 做 出 ( 见 图 6.5), 故 ab€ K, 对 YaE€K,a 关 0,a 可 
做 出 , 故 a-*E K, 所 以 K 是 一 个 域 .再 证 K 是 Q 的 扩 域 :由 于 已 知 (0,1), 故 Q 二 { 富 |m， 


nn € Zn 多 0) 中 元 素 均 可 做 出 ,所 以 Q 忆 .最 后 证 K 是 R 的 子 域 , 因 直 线 与 圆 的 交点 
坐标 和 圆 之 间 的 交点 坐标 除 涉及 十 , 一 , X， 二 运算 外 ,只 涉及 正 数 的 开平 方 运算 ,而 
正 数 a 开平 方 可 做 出 ( 见 图 6.5), 且 Wa € R, 所 以 KSR. 


可 3 a op 
图 6.5 
定理 6. 6. 2( 可 构造 数 的 充 要 条 件 ) ”实数 a 可 构造 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 有 
限 的 域 链 : 
F=K,<K.<K,< .<K.<R, 
满足 (Kin: Ki) = 2Gi = 0,1,…yi 一 1) 和 使 a € KK,. 


证 明 ” 先 证 充分 性 . 设 有 以 上 域 链 使 <E K,, 因 已 知 点 (0,1), 对 1 作 四 则 运算 可 得 
@ 中 任何 元 素 , 故 QQ 中 元 素 均 可 做 出 ,类 似 可 证 F = Q(zi, yy, …，zw， ym) 中 任何 数 均 
可 做 出 , 现 设 K,-, 可 做 出 ( 指 K,-, 中 任何 元 素 可 做 出 ). 

因为 (Ki: K,-,) 一 2, 可 设 KK, 在 K,-, 上 的 线性 空间 的 基 为 1,0, 则 1,0,52 线 性 相关 ， 
存在 a,b € K, 1 使 aF 十 6806 十 c= 二 0la 关 0), 得 

0 一 (一 0 士 V 殉 一 4ac)/(2a)， 
知 0 可 做 出 , 且 K, = K- (9) = { 十 有 21 As E 天 ) ,所 以 KK 中 任意 元 素 均 可 做 出 . 
以 此 类 推 可 得 ,K, 中 任何 元 素 均 可 做 出 ,因而 a 可 做 出 . 

再 证 必要 性 : 设 “ 可 构造 , 则 在 F 上 通过 有 限 步 操作 (i) 一 (v) 可 得 到 a, 设 在 这 有 限 

步 操作 中 逐次 作出 数 al, a,…,a。 一 a. 并 令 


KK = Ki (ao) 0G = 1,2,.% om). 
由 于 每 次 操作 是 对 已 知 可 构造 数 进行 四 则 运算 或 开 方 , 故 (Ki:K-1) 一 1 或 2. 由 此 可 得 
如 上 之 域 链 . 


推论 6. 6. 3( 可 构造 数 的 必要 条 件 )” 若 a E€ R 可 构造 , 则 (F(a): F) 一 2 ,为 非 负 
整数 ， 


3. 若干 几何 作 图 问题 的 解 
根据 以 上 定理 ,立即 可 以 推出 ,两 倍 立方 体 问题 与 圆 化 方 问题 都 是 不 可 能 用 圆规 直 
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尺 解 决 的 . 对 于 三 等 分 任意 角 问题 有 以 下 定理 : 

定理 6.6.4 角 p 可 以 三 等 分 的 充分 必要 条 件 是 多 项 式 4z: 一 3z 一 cosp 在 
Qlcosy) 上 可 约 . 

证 明 首先 ,由 已 知 ?8 可 做 出 cosp. 设 9= 90/3, 由 公式 

cosy = cos30 = 4cos30 一 3cosb 

可 得 cosg 是 多 项 式 f(x) = 4zs 一 3z 一 cosy 的 根 . 

先 证 必要 性 : 设 89 可 三 等 分 , 即 9 与 cosg 可 做 出 , 令 F 二 Q(cosp) ,由 定理 6. 6.6 的 
推论 得 ,(F(cos0):F) = 2" 之 3, 所 以 (F(cos0):F) 过 2, 故 f(z) 在 F 上 可 约 . 

再 证 充分 性 ;车 (zx) 在 F 上 可 约 , 则 cos06 是 F 上 的 一 个 次 数 三 2 的 多 项 式 的 根 , 故 
有 (F(cos0):F) < 2, 由 定理 6. 6. 3,cosb 可 做 出 . 

关于 分 圆 问题 讨论 如 下 :首先 ,由 r/3 不 能 三 等 分 可 得 出 正 18 边 形 不 能 做 出 ,因而 
不 能 将 圆周 任意 等 分 . 我 们 先 证 以 下 结果 . 

定理 6.6.5 设 p 是 素数 , 若 正 p 边 形 可 做 出 , 则 pp 是 如 下 形式 的 费 尔 马 素数 :p = 
2" 十 1,m 为 不 小 于 零 的 整数 . 


证 明 设 é 一 cos 经 十 isin 从 ,着 正 户 边 形 可 做 出 , 即 cos 经 ,sin 至 可 做 出 ,由 上 
推论 得 出 ， 
[Q(cos 至 ， sin 到 ):Q] = 24,[QCcos 部， sin S$ iD:Q] = 2 和 4 


而 Q(6) Qleos FS sin 到 ,iD, 所 以 [Q(6):0] =2,rSh+ 1 


另 一 方面 ,是 多 项 式 f(z) = x? 十 zr 十 … 十 工 十 1 的 根 ,f(z) 在 Q 上 不 可 
约 , 故 有 [QS):Q] = p 一 1. 由 此 得 p 一 1 二 2,p = 2" 十 1. 由 于 为 素数 ,r 必须 是 2 
的 短 , 所 以 p = 2 十 1. 

由 定理 6. 6. 3 可 以 得 到 三 等 分 任意 角 问题 否定 的 回答 ,只 举 反例 即 可 . 

例 6.6.1 三 等 分 任意 角 . 

取 9 一 r/3, 则 了 一 Q(cosJ 一 Q, 多 项 式 F(z) 一 4z3 一 3z 一 cosyg 一 4 一 37z 一 
1/2, 在 Q 上 不 可 约 ( 见 “高 等 代数 " 内 容 ), 所 以 9 不 能 三 等 分 . 

例 6.6.2 化 圆 为 方 . 

不 妨 取 圆 的 半径 为 1 那么 圆 的 面积 为 ,将 它 化 为 等 面积 的 正方 形 ,就 是 要 求 满足 
"二 不 的 正方 形 边 长 x, 但 是 超越 数 (不 存在 有 理 系 数 多 项 式 以 x 为 根 ), 故 工 对 于 Q 
亦 为 超越 元 , 它 不 可 能 从 Q 出 发 用 尺 规 作出 . 

例 6.6.3 立方 倍 积 . 

不 妨 取 立 方 体 的 一 边 长 为 1, 作 出 体积 是 它 2 倍 的 立方 体 即 是 要 求 满足 x? 二 2 的 复 
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数 z. 但 工 在 Q 上 的 次 数 为 3, 不 是 2 的 赛 , 故 不 能 用 尺 规 作出 . 

例 6.6.4 正 *(>3) 边 形 作 图 问题 . 

可 用 尺 规 作出 所 《的 次 数 9n) 应 为 2 的 方 午 ,从 而 推出 wa 一 e 一 …… 一 上 一 1， 
而 pi 一 1 = 2 ,我 们 把 pi 二 2 十 1 称 为 费 尔 马 素数 . 因此 ,只 有 当 半 能 分 解 成 2 的 方 宕 
与 有 限 个 费 尔 马 素数 的 积 时 , 正 ” 边 形 才能 用 尺 规 作出 .已 知 的 费 尔 马 素数 有 3, 5, 17， 
257 和 65537. 是 

首先 ,由 /3 不 能 三 等 分 可 得 出 正 18 边 形 不 能 做 出 ,因而 不 能 将 圆周 任意 等 分 
我 们 在 这 里 只 讨论 素数 边 形 的 作 图 问题 . 


设 思 是 一 个 素数 . 显然 一 个 正 p 边 形 的 作 图 问题 等 价 于 要 作出 点 < 一 cos 至 十 
isin Se 适合 多 项 式 z 一 1 = 二 0 而 xz? 一 1 二 (Tz 一 1)(z? 十 Zz 十 zx? 十 司 十 1)， 


于 是 适合 一 个 p 一 1 次 多 项 式 z? 十 x 十 x? 十 十 1 

由 Eisenstein 判别 法 不 难 证 明 这 是 QQ 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 , 即 是 z 的 极 小 多 项 
式 . 

若 这 个 正 p 边 形 可 用 尺 规 作出 , 则 记 一 1 一 2", 或 p= 2" 十 1 

从 这 个 结论 我 们 立即 可 推出 正七 边 形 、 正 十 一 边 形 等 均 不 能 用 直 尺 与 圆规 作出 , 因 
为 这 些 率 数 都 不 能 写成 2" 十 1 的 形式 ,我 们 还 可 以 进行 更 深入 一 些 的 讨论 , 设 上 述 m 含 
有 一 个 奇数 因子 ,比如 m 二 hg, 其 中 4g 是 奇数 , 则 

2 十 1 一 2 十 1 一 (20" 十 1 一 (2 十 1)， 
即 这 时 ,2" 十 1 是 一 个 合 数 . 因此 要 使 2" 十 1 是 素数 ,m 必须 具有 形状 2. 形 如 22 十 1 的 
素数 称 为 Fermat 数 . Fermat 曾 猜 测 形 如 2” 十 1 的 数 都 是 素数 ,Euler 指出 这 个 猜测 不 
成 立 , 因 为 22 十 1 是 一 个 合 数 . 当 : = 0,1,2,3,4 时 ,2* 十 1 确实 都 是 素数 ,它们 依次 为 
3,5,17,257,65537， 

这 是 迄今 为 止 人 们 所 知 的 全 部 Fermat 数 . 有 人 猜测 这 是 仅 有 的 五 个 Fermat 数 , 但 
至 今 未 能 证 实 , 也 未 能 否定 . 

现在 我 们 得 到 了 一 个 正 志 边 形 可 用 圆规 、 直 尺 作出 的 必要 条 件 是 :是 一 个 Fermat 
素数 . 

Gauss 定理 。” 正 w 边 形 可 用 尺 规 作 出 的 充分 必要 条 件 是 二 2'p1p…p., 其 中 7 二 
0, 思 为 互 不 相同 的 Fermat 数 . 

对 已 知 的 五 个 Fermat 数 , 正 多 边 形 的 作 图 都 已 有 人 具体 地 构造 出 来 . 比如 正 十 七 
边 形 的 作法 是 Gauss 19 岁 时 的 惊人 之 作 , 而 正 257 边 形 及 正 65537 边 形 虽然 已 有 人 作 
出 ,但 因 无 什么 重要 价值 而 只 配 放 进 博物 馆 供 人 欣赏 . 
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例 6.6.5 下 面 我 们 给 出 正 十 七 边 形 的 作法 . 
令 0= 2r/17,e 一 coskb + isink0, 则 6, ,es 是 方程 于 一 二 三 ZT 十 十 Z 十 


1 的 零点 . 
下 面 我 们 用 初等 技巧 证 明 cos6 可 由 根 式 表 出 ,从 而 正 17 边 形 可 由 直 尺 与 圆规 作 


出 . 
因为 3 为 模 17 的 原 根 ,我 们 有 
m 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,11,12,13,14,15, 
3"(mod17) 1, 3, 9, 10,13, 5, 15,11,16,14, 8, 7, 4, 12, 2, 6 
定义 


ZI=6 十 十 6 十 6 十 6 十 6 十 6 十 E23 
Ts =6 十 E60 十 6 十 En 十 E14 十 1 十 12 十 6， 
N= 十 6 十 6 十 3 
Vi = 6 二 es e+ er3 
N= 十 6s 十 6 十 十 23 
N=E0 二 十 6 十 
我 们 有 
6 十 €11-4 = 2cosk0,k = 1,2."16 
从 而 又 有 
Zi = 2(cosb + cos80 + cos40 十 cos20); 
Ta 一 2(cos30 + cos70 十 cos50 十 cos60). 
1 一 2(cosb + cos40); 
yz = 2(cos80 + cos20); 
ys = 2(cos30 + cos50); 
Y= 2(cos76 + cos60). 
又 工 十 ZZ; 二 一 1, 另 一 方面 ,利用 上 面 二 式 及 三 角 恒 等 式 
2 cosmbcosnb = cos(m 十 ma)0 + cos(m — n)0, 

又 有 zz 一 一 4, 因 而 zx 和 Zz; 都 是 多 项 式 zx? 十 zx 一 4 的 零点 , 且 > 0,zi 过， 
类 似 地 yi 十 y2 二 zz, ys 一 一 1, 因 而 y 和 3; 又 是 多 项 式 zx? 一 ziz 一 1 的 零点 , 且 
二 y2, 同 理 y, 和 % 又 是 多 项 式 x? 一 zsx 一 1 的 零点 , 且 ys > y4. 现在 我 们 有 

2cosb 十 cos40 一 yi ,4cosbcos40 = 2(c0s50 + cos30) = y,. 
可 以 验证 2cosg,2cos40 是 多 项 式 z 一 yiz 十 ys 的 零点 ,上 且 cosg > cos40. 
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解 方程 
Ee 


得 
cos0=1/16 V17 一 1 十 V34 一 2 VI7 


Fe A VI7 + V170 — 26 VI7 — 4 V34+2 VI7 

最 后 利用 Galois 理论 给 出 著名 的 代数 基本 定理 的 另 一 个 证 明 . 

引 理 6.6.6 R[z] 的 每 个 奇数 次 多 项 式 f(z) 必 有 实 根 ,进一步 地 ,R 没有 大 于 1 
的 奇数 次 扩张 . 

证 明 ” 设 /Gz) = ao 十 az 十 … 十 aiz 十 az ER[z]， 

令 1 二 1 十 》 |w|, 于 是 对 所 有 的 ial 过 :一 1, 令 Hz) = 7Gz) 一 闷 , 则 

[hI = la 十 at 十 … 二 本-ie + at"| 
SE— DUIttt++r)=r"—1<r, 

故 一 六 过 h(t), 因 而 f(2) ==h4) 十 二 0. 

另 一 方面 ,类 似 地 可 得 |h( 一 四 | 二 +*, 于 是 又 有 f( 一 站 二 h( 一 四 十 (一 上 过 十 
C= 

当 n 为 奇数 时 ,就 是 (一 1) 二 0, 由 连续 函数 的 介 值 定理 知 , 存 在 一 个 实数 7 使 得 
f(r) = 0, 即 f(z) 有 一 个 实 根 . 

设 五 是 R 的 有 限 扩 域 ,对 于 3E EE, 设 6 在 R 上 的 极 小 多 项 式 为 p(z), 由 推论 4.5. 
5 知 

[R(6):R] = degp(z), 

由 上 述 证 明 可 得 degp(zx) 必 为 偶数 . 

代数 基本 定理 ”复数 域 C 上 每 个 z (二 1) 次 多 项 式 及 个 复数 根 . 

证 明 ” 设 f(z) = > aizr Ee C[z], 只 证 jz) 在 C 内 有 一 个 根 即 可 . 令 7z) 一 
3 zz, 其 中 是 a 的 共 二 数 , 设 1(z) Cz) 二 >)ciz, 其 中 心 一 ,0 从 而 cx 
二 0, 故 f(z) lz) € R[zJ]. 若 f(z) 有 一 个 复 根 %, 则 是 f(z) 了 Cz) 的 一 个 根 . 

反之 ,车 是 f(z) 了 Lz) 的 一 个 根 , 则 % 是 f(z) 的 根 ,或 是 F(z) 的 根 ,但 若是 
了 tz) 的 根 , 则 名 是 f(z) 的 根 ,由 此 可 得 f(z) 有 一 个 复 根 当 且 仅 当 f(z) 了 (Cz) 有 一 个 复 
根 . 因而 只 需 证 每 个 实 系数 多 项 式 有 一 个 复 根 即 可 . 

设 p(z) E R[x] 是 次 数 志 1 的 不 可 约 多 项 式 ,E 是 民 的 包含 C 的 (zx? 十 1)p(z) 的 
分 裂 域 ,因为 charR = 0, 故 E/R 是 Galois 扩张 . 令 G 是 其 Galois 群 1G| = 2"k, 其 中 屎 
二 0,2 不 整除 上 ,由 第 二 章 的 Sylow 定理 ,G 有 2" 阶 的 子 群 吾 , 令 KK 一 E” 是 与 对 应 
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的 中 间 域 , 则 RS K SEE, 从 而 [K : R] = [G: Hj] = 得 k= 二 1, 故 |C| = 2". 
因为 i € C, 于 是 [C:R] = 2, 又 [E:R]= [E:C][C:R]j, 由 此 得 [E:C]= 
2" .车 加 一 1 三 1, 则 GC(E/C) 有 2"“ 阶 正规 子 群 N, 由 Galois 理论 的 基本 定理 
[E:E*]= IN|,BLE*:C]=[E:C]/LE: EJ]=2, 
于 是 E* 是 C 上 2 次 扩张 . 因为 iE C, 故 由 二 次 方程 的 求 根 公式 可 知 ,C 上 二 次 多 项 式 均 
为 可 约 多 项 式 , 这 是 一 个 矛盾 , 故 m 一 1 二 0, 从 而 E=C. 


拉 格 朗 日 小 传 


拉 格 朗 日 (J.L. Lagrange),1736 年 1 月 25 日出生 在 意大利 ,祖先 是 法 国人 .早年 他 
阅读 一 篇 由 英国 天 文学 家 哈雷 (E. Halley,1656 一 1742) 写 的 关于 牛顿 微 积分 的 论文 时 
就 深 深 地 被 数学 所 吸引 . 19 岁 时 ,他 成 了 都 灵 皇 家 炮兵 学 校 的 数学 教授 , 拉 格 朗 日 对 数 
学 和 物理 的 许多 领域 有 过 重要 的 贡献 ,这 些 领域 包括 数论 ,方程 论 . 常 微分 方程 和 偏 微 
分 方程 , 变 分 学 、 解 析 几 何 、 流 体力 学 以 及 天 体力 学 . 

Lagrange 关于 用 根 式 求解 一 元 三 次 和 四 次 代数 方程 的 方法 为 Galois 用 群 论 方法 
解 多 项 式 的 理论 ( 即 Galois 理论 ) 的 建立 打下 了 扎实 的 基础 .Lagrange 还 是 一 位 很 好 的 
作家 ,他 的 文笔 流畅 .风格 清新 . 40 岁 时 ,Lagrange 被 任命 为 柏林 科学 院 的 院 长 ,以 接替 
欧 拉 . 1787 年 ,他 应 路 易 十 六 的 邀请 访问 巴黎 ,成 为 国王 和 王后 的 好 朋友 . 

1793 年 ,Lagrange 领导 了 一 个 其 成 员 包括 拉 普 拉 斯 和 法 国 化 学 家 拉 瓦 锡 (A.L. 
Lavoisier,1743 一 1794) 在 内 的 委员 会 * 致 力 于 设计 一 种 新 的 重量 和 长 度 系统 ,其 结果 
是 米 制 的 诞生 . 他 曾 先后 5 次 获得 法 兰 西 科 学 院 奖金 . 

Lagrange 于 1813 年 4 月 10 日 在 巴黎 逝世 . 


问题 6.6 


1: 求 下 列 扩 张 的 Galois 群 G: 

(1)2/ 一 户 > (o) 关于 Z/ 一 户 > 的 Galois 群 ; 

(2)Q(w) 关于 QQ 的 Galois 群 . (这 里 邓 十 w 十 1 一 0) 

2. 令 EE 二 Clz),C 为 复数 域 ,wo 十 w 十 1 一 0, 令 自 同 构 r:z 一 zi:z 一 oz. 

求证 :(1)o 一 e 刀 一 evor 一 ro 

(2) 求 出 c, = 生成 的 子 群 五 . 

3. 求 证 : 域 玉 上 的 3 次 不 可 约 多 项 式 的 分 裂 域 已 关于 已 的 Galois 群 或 是 对 称 群 或 
是 交代 群 . 


4 设 i,p;…p. 是 7 个 不 同 的 素数 , 试 求 EE 关于 QQ 的 Galois 群 ,这 里 E = QCV pi， 
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Wp A 


5. 令 E=Q(i,Y2), 求 E 关 于 QQ 的 Galois 群 ,并 求 其 子 群 所 对 应 的 子 域 . 

6. 试 决 冠 x' 一 2 在 Q 上 的 分 裂 域 的 所 有 子 域 及 相应 的 Galois 群 局 的 子 群 . 

7. 设 已 是 域 严 的 可 离 正规 扩张 ,G 为 Galois 群 , 设 世 是 已 ,下 的 中 间 域 ,五 为 正 关于 
工 的 Galois 群 , 令 N = {o € Gla(L) = 工 ), 证 明 : 

(1) N 是 已 在 G 中 的 正规 化 子 ; 

(2) 工 关 于 下 的 Galois 群 Gwr 名 N/H. 

8.(1) 设 天 为 Q 的 2 次 扩张 , 求 五 一 3z 十 1 在 巨 上 的 Galois 群 ; 

(2) 求 也 一 2 在 QG) 上 的 Galois 群 . 

9. 如 果 域 下 含有 nn 次 本 原单 位 根 , 且 E 为 f(z) = (x" 一 @)(z" 一 aa 一 a,) 
ai EF, 在 上 的 分 裂 域 ,那么 EE 是 下 的 Abel 扩 张 , 且 Galois 群 G 中 之 任意 元 素 的 周期 
必 为 nn 的 因数 . 

10. 设 f(z) E Q(z) 是 一 个 n(n 二 4) 次 不 可 约 多 项 式 且 f(x) 在 Q 上 的 Galois 群 
G 电 5,, 设 E 是 f(z) 在 Q 上 的 分 裂 域 ,a EE 为 /(z) 的 一 根 ,证 明 :(Q(a):Q) 一 2 但 
Q(a) 关于 Q 的 Galois 群 妃 为 单位 元 群 . 

11. 令 下 是 实数 域 的 子 域 ,7(z) 是 已 上 不 可 约 4 次 多 项 式 . 令 C 为 了 的 Galois 群 ， 
如 果 f 恰 有 两 个 实 根 ,那么 G 是 5, 或 是 阶 为 8 的 子 群 . 

12. 设 域 下 中 含有 全 部 的 n 次 单位 根 ,nr 是 与 charF 互 素 的 一 个 正 整数 ,并 且 对 的 
任意 因数 -过 1,4 与 5 在 下 中 均 无 7 次 方 根 .如 果 EE 是 (zx" 一 a)(z" 一 5) 在 F 上 的 分 列 
域 ,那么 FC(Va)=F(VB) 时 a= b,c €E Flm, n)= 1. 

13. 试 给 出 正 五 边 形 的 作 图 步骤 . 

14. 能 否 用 尺 规 三 等 分 45",75",90" 角 ? 


团 术 Lie 群 的 结构 与 对 称 性 


Lie 群 是 群 论 中 极其 重要 的 部 分 ,Lie 群 是 代数 结构 和 几何 结构 的 自然 结合 体 , 它 有 
相当 完美 的 对 称 性 . Lie 群 的 结构 丰富 ,而 且 具 有 深刻 的 内 在 理论 . 在 很 多 领域 ,例如 研 
究 数 学 中 的 特殊 函数 ,处 理 生物 光学 中 的 视觉 问题 ,研究 一 般 有 序 介质 材料 .液晶 材料 、 
超 弹 性 材料 以 及 许多 工程 领域 都 有 广泛 的 应 用 . 

Lie 群 及 相应 的 Lie 代数 早期 主要 应 用 于 原子 和 原子 核 的 壳 层 结构 ,而 后 在 基本 粒 
子 物理 学 中 得 到 最 广泛 的 应 用 . 现代 粒子 物理 的 基本 框架 就 是 由 Lie 群 给 出 的 . 夸克 模 
型 的 基本 对 称 性 可 以 由 SU(3) .SU(4) 或 SU(6) 给 出 . 各 种 大 统一 模型 则 有 SU(5)、 
SU(10) 、E(6) 等 理论 . 总 之 ,离开 Lie 群 ,现代 粒子 物理 论 就 无 从 谈 起 . 

Lie 群 是 特殊 的 连续 群 ,本 章 主要 研究 Lie 群 的 对 称 性 质 . 


$7.1 群 代数 和 群 流 形 


定义 7.1.1 如 果 对 于 群 G 的 每 一 个 元 素 , 均 有 一 个 确定 的 数 f(g,) 与 之 对 应 , 即 
Y gi EG, 有 了 映射/:8, 一 了 (g,),Y gE C( 复 数 域 ), 则 称 集合 {f(g,)) 为 群 函数 , 亦 可 记 
为 f(G). 


对 于 有 限 群 , 群 函 数 可 取 平 均值 ,了 CO) = 二 > Te,)(n 为 群 G 的 阶 ). 显然, 若 
f(gi) 三 0,CY gi; € G), 则 fai) 三 0, 并 具有 线性 性 质 ， 
afi(G) 十 57:0GO) = < 万 (0 + b FOY. 
由 重 排 定理 ,车 g) € G， 
TO = Df) = 1 f(g) = Dif) = i Df. 
ECG aiEG 


EC EC 


定义 7.1.2 以 群 元 & 作为 基 , 其 所 有 线性 组 合 构成 z 维 线性 空间 乙 ,, 其 中 任意 矢 
量 X= f(g)gsY 二 Dglg,)gi,f(g,) 和 9g) 为 群 G 的 群 函 数 ,在 工 中 定义 加 法 


EC EG 


满足 通常 线性 空间 的 矢量 加 法 规则 : 
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AX+eY = Doflg) + cplgi)) gs: 


pr 
再 定义 己 中 数 乘 运算 (内 积 ): 
XY= (D2) f(g, Ye Fired a) 


MEG 


5 fggr ggr'pg eg 


EMEG 


= > f(gar pg)g EL,, 


MMEG 


则 工 , 是 封闭 的 ,构成 代数 . 

数论 实际 上 包含 代数 ,流行 和 拓扑 学 的 概念 . 我 们 在 此 简 述 以 后 要 用 到 的 拓扑 和 流 
形 最 基本 的 概念 . 

定义 7.1.3 设 有 开 集 合 {4,} 的 一 个 族 B, 其 中 脚 标 为 1,2,3…, 也 可 以 是 连续 变 
化 的 .如果 对 任何 有 限 次 并 集 , 有 U 4; € B, 且 对 任何 有 限 次 相交 ,有 A 二 门 4; € 8B, 则 
称 并 集 为 构成 拓扑 空间 (4,A). 

例 7.1.1 nn 维 欧 氏 空间 E,. 令 4; 三 5S(ai,r),z 为 EE, 中 任意 点 的 位 置 矢量,a, 为 某 
点 的 位 置 矢量 ; 令 |z 一 ai| 三 7, 即 在 以 a 为 球 心 .r 为 半径 的 球 内 (不 包含 球面 ), 显 然 
SCay r) 为 开 集 , 则 


A=US(ar) E E,; gear) EB 


因 (4,E,) 构成 拓扑 空间 ,4 则 为 E, 的 一 个 拓扑 . 
定义 7.1.4 ”如 果 开 集 4, 的 数目 有 限 , 则 称 X = U 4, 为 紧 致 空间 . 
例 7.1.2 EE, 内 任何 有 界 区 域 人 EE,, 它 总 可 用 有 限 个 开 集 SCai, r) 的 并 集 所 覆盖 . 
例 7.1.3 任何 有 限 个 集合 构成 的 并 集 是 紧 致 的 . 
例 7.1.4 一 维 平移 群 7. 令 T(a) 代表 直线 上 到 原点 距离 为 w 的 一 个 点 , 则 
T(a,) 在 直线 各 点 连续 跑 动 所 得 到 的 集合 表示 一 条 无 限 长 直线 或 E,( 图 7. 1). 
0 Ta) 


a 


图 7.1 


显然 , T, 是 非 紧 致 的 ,而 其 任何 有 限 部 分 为 紧 致 的 . 7, 就 是 群 流 形 的 实例 . 
定义 7.1.5 称 群 流 形 的 体积 为 群体 积 . 
例 7.1.5 邻 T, 群 的 群 元 g; ==T(a), 定 义 相 应 群 流 形体 积 元 为 

dp(gi) = da;, 
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则 对 于 固定 群 元 素 g; 二 了 (a) ,体积 元 是 不 变 的 (图 7. 2). 事实 上 ， 


-| da ee da, 到 


图 7.2 


dpu(gi8)) = du(gj8i) = dp(gi) = da = da. 
整个 群 7 的 体积 
v=[ dxe) = 厂 u =~. 
如 果 群 流 形 是 封闭 和 有 界 的 , 则 群 是 紧 致 的 ,否则 为 不 紧 致 的 . 由 此 可 知 T 为 不 紧 
致 的 .这样 ,我 们 从 另 一 个 角度 又 得 到 例 7. 1. 4 的 结论 . 
例 7.1.6 相 角 因子 群 UG1). 
其 定义 是 , 群 元 U0):z 2 = 二 ze?, 其 中 z E QCC),9 € QCR)( 实 数 域 ) 因此 
UD = (VW I0<O< 2r). 
UU ON UDU GY EU) ser) = ze 


ie 


= ze 一 zegt0 一 LUJ()U(CO)z， 


即 坟 (1) 为 Abel 群 ， 
VU(2DIU(C0) = UO+0)= UC 十 0). 
与 群 7 不 同 的 是 ， 
UO + 2r) = UO). 
下 面 给 出 U(1) 群 的 流 形 . 令 U(0,) 表示 单位 圆 上 一 个 点 ,如 图 7. 3 所 示 , 随 着 群 参 
数 6, 在 定义 域 从 0 到 2r 变 化 ,代表 点 画 出 过 (1) 群 的 群 流 形 , 即 是 单位 圆 . 其 体积 有 限 ， 
流 形 有 界 , 故 此 群 为 紧 致 群 . 作 群 积分 验证 之 : 
令 馈 三 U(0), dp(gi) = d0,, 显 然 ， 
dp(g') = dp(gjgi) = dp(gig)) = d(0,) = d(0) = cosst 
故 群 体积 


V= | ‘dye) = | we= 2x. 


可 知 7 为 不 紧 致 的 . 这 样 ,我 们 从 另 一 个 角度 又 得 到 例 7. 1. 4 
的 结论 . 

例 7.1.7 三 维 旋转 群 Ri[ 以 后 记 为 0(3,R)]J. 

VY g; E Ri, 群 元 后 可 用 单位 矢量 与 绕 的 自转 更 (0 去 更 雯 
T) 表示 . 取 半 径 为 < 的 球体 , 令 球 内 一 点 已 表示 转动 &%i (na, 更 ) ,其 中 履 是 G 疡 的 方向 ， 
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| 58| = 本 , 则 群 流 形 即 为 此 球 (图 7.4 不 包括 球面 ). 显然 
流 形 是 有 界 的 , 故 Rs 也 是 紧 致 的 . 

将 nn 用 球 坐 标 表 示 n 一 n(sinb,cosgY ,sinGsin， 
cosg)， 则 g 二 g(,0,9), 不 变 体积 元 为 dx(g) = 
:dWsin9d0dy, 群 流 形体 积 

作 云 [av 总 [ar # wsinodof dp= an Ze. 

至 于 为 何 更 只 取 到 x 的 原因 是 在 殉 二 + 时 , 绕 n 转 动 图 7.4 Rs 的 流 形 
,与 绕 一 转动 一 "实际 上 是 相同 的 . 因此 在 球面 上 直径 两 端点 P 与 P' 系 表示 相同 转 
动 . 由 此 出 现 0, 在 拓扑 上 有 双 连 通 结构 ,从 而 导致 双 值 旋 量 表示 等 等 问题 的 出 现 . 这 反 
映 物 理 上 同一 个 转动 ,可 以 在 右手 系 中 实现 , 亦 可 在 左手 系 中 实现 .O(3,，R) 只 取 右 手 
系 , 故 0 去 旦 去 r, 因 为 在 r 过 到 过 2x 所 表示 是 相同 转动 ,可 通过 反 向 转动 得 到 . 

例 7.1.8 乏 正 群 U(n). 

U(n) 的 群 元 为 n X n 么 正和 矩阵 , 即 


An 4 A 

人 
hn 因 

A As ?Am 


其 中 Y hyn<<i,j 志 n) E Q(C), 为 民 个 复 参数 , 群 流 形 为 n* 维 西 空间 . 么 正 条 件 为 A* 
4 三 E, 其 中 上 为 n 阶 单位 矩阵 ,4* 为 4 的 厄 密 共 红 . 不 变 和 矩阵 元 


dxtg) = {TacReA.) TadmA,))}, 
亦 即 对 于 流体 体积 
2 [hu dReA,,| HI dimA;, = IIRea- 。 Tm 4 
其 中 Re 4 与 Im 4v 分 别 表示 矩阵 元 4v 的 实 部 与 虚 部 . 但 么 正 条 件 
AL 卡 4+ 三 忆 - Ba =6,, 


= >A%Ar = dnpsh = 1, sn), 


当 4 二 ky 时 ,上 式 = D4;4.= 1 一 了 14 = 二 1, 亦 即 |4,,| 过 1(0y 一 11， 
一 1! 


n) 一 Re A 与 Im 4 均 有 界 . 因此 , 流 形体 积 亦 有 限 ,U(n) 群 是 紧密 的 . 
定义 7.1.6 存在 不 变 体积 元 ,但 群 流 形体 积 无 限 ,这 种 群 叫 局 部 紧 致 群 . 
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问题 7.1 


1. 定 义 集合 G = {414 为 n X 矩 阵 , 且 det4 关 0}, 其 中 Y Alp, v= 1,2,…， 
7) E 人 (C), 则 集合 记 为 GL(n, 0); 如 YW 4 二 1,2,，…,n) E OCR), 则 集合 记 为 
GL(n,，R). 证 明 :GL(n, C0) 与 GL(n,R) 均 构成 群 . 它们 的 紧 致 性 如 何 ? 

2. 设 SL(n,C) 与 SL(n,R) 的 定义 为 

SL(n,C) = {AIA € GL(n,C), 有 det A = 1); 

SL(n,R) = {AIA € GL(n,R), 有 det A = 1), 
这 里 SL 即 特殊 线性 . 证 明 它们 均 构 成 群 ,并 讨论 其 紧 致 性 . 

3. 定义 集合 SU(n) = {414E GL(n,C), 且 A+ A==1,detA =1}, 这 里 SU 即 
Special Unitary, 即 特殊 么 正 , 证 明 该 集合 构成 群 , 并 讨论 其 紧 致 性 . 

4. 定 义 Oln,C) 与 SO(n,C) 为 Otn,C) = {414E GL(n,C), AA = E}; SO(n, 
C0) = {A414 € GL(n,C),AA = 已,det 4 = 1), 这 里 0 与 5O 表示 正 交 与 特殊 正 交 .证 
明 它 们 构成 群 ,并 讨论 其 紧 致 性 . 

5. 车 Oln,C) 与 SOln,C) 集合 中 ,Y 4,, E QCR), 则 记 为 Otn,R) 与 SO(n,R). 证 
明 两 集合 依然 构成 群 ,并 讨论 其 紧 致 性 . 其 中 SOCaC) 往往 也 记 为 R,, 即 n 维 转动 群 . 

6. 定义 集合 Sp(2n,C) 为 Sp(2n,C) = 1414E GL(n,C), 其 中 J 为 2n X 2 矩阵 ， 
证 明 任何 V 4E Spln,C), 则 detA =1, 且 集合 Sp(2n,C) 构成 群 , 称 为 率 群 ( 注 :GLCn， 
C) .Un) .Ooz,C) 和 Sp(2n,C) 统称 典 群 ). 

7. 给 出 群 SU (n) 的 群 流 形 ,计算 其 群体 积 .[ 提 示 :考虑 SU(n) 的 自由 参数 个 数 ] 


$7.2 拓扑 群 及 其 表示 


让 我 们 先 来 举 几 个 拓扑 ( 紧 致 ) 群 的 常见 实例 . 

例 7.2.1 有 限 群 : 任 给 一 个 有 限 元 的 群 ,对 于 离散 拓扑 来 说 ,构成 一 个 拓扑 ( 紧 
致 ) 群 . 

例 7.2.2 乏 模 复数 群 ,所 有 的 么 模 复数 (e”,0 过 9<< 2x) 在 乘法 运算 下 成 一 紧 至 
群 . 它 是 连通 的 ,可 交换 的 ,以 符号 5! 表示 之 . 

例 7.2.3 么 模 四 元 数 群 是 由 所 有 能 表 成 a 十 所 十 cj 十 dk(a,b,c,d ER) 的 实 四 
维 向 量 ,并 赋 以 六 十 产 十 大 = 一 1, 订 = 一 六 二 雇 一 一 好 一 让 好 一 一 大 一 记 的 
双 线 性 乘法 所 成 的 不 可 交换 的 体 . 其 中 的 么 模 向 量 全 体 在 上 述 乘法 下 成 一 个 紧 致 群 . 它 
是 连通 的 ,不 可 交换 的 , 它 在 几何 上 可 视 为 R' 中 的 三 维 单位 球面 ,以 S: 表示 之 . 

例 7.2.4 nn 维 欧 氏 空间 的 正 交 变 换 群 : 设 R" 是 一 个 维 欧 氏 空 间 , 则 其 上 的 所 有 
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正 交 ( 亦 即 正 交 ) 变换 构成 一 个 拓扑 群 ,叫做 阶 正 交 群 ,以 符号 O(n) 表示 之 . 

例 7.2.5 维 西 空间 的 西 变换 群 : 设 C" 是 一 个 维 西 空间 , 则 其 上 所 有 的 本 变换 
( 即 : 使 (gx,gy) 一 (x,y) 对 任何 z,y E C" 恒 成 立 的 变换 ) 构成 一 个 拓扑 群 ,叫做 n 阶 
西 群 ,以 符号 U(n) 表示 之 .不 难看 出 U(1) = S51. 

现在 给 出 拓扑 群 和 紧 致 群 的 定义 . 

定义 7.2.1 设 G 是 一 个 非 空 集合 ,假如 : 

1)G 为 一 个 群 ; 

2)G 为 拓扑 空间 ; 

3)G 中 所 具有 的 群 的 运算 ,(a, 6) 一 a bia 一 a-!i(a, b € G)， 

在 拓扑 空间 中 是 连续 的 ,那么 就 称 G 为 拓扑 群 . 
若 在 2) 中 加 上 紧 致 性 要 求 ,G 称 为 紧 致 拓扑 群 ,简称 为 紧 致 群 . 
对 于 一 个 拓扑 群 C 上 给 定 的 连续 函数 f(zx) ,可 以 结合 群 上 的 右 平移 
CC p(s)=x ds 
而 得 出 新 的 函数 f(z) = f(z * a). 

紧 致 群 的 一 个 重要 特征 是 对 于 其 上 的 连续 函数 /, 有 一 个 自然 的 求 平均 值 运 算 , 它 
是 一 个 满足 下 列 条 件 的 映射 7: C(G) 一 C( 或 R) ,其 中 C(G) 表示 C 上 连续 函数 全 体 组 
成 的 集合 , 即 

1) 不 变性 :1(f.) =i( 则 ,f € CG),a€G; 

2) 线性 性 :TCAf 十 pg) = 和 (二 pl(g)，f ,gE€C(G),4, pyE C( 或 R); 

3) 车 f 在 G 中 处 处 非 负 , 则 7(f) 三 0,f 不 恒 等 于 零 , 则 1(7) 二 0; 

4) 若 /三 c( 常 数 ), 则 1(f) 一 <. 

例 7.2.6 设 G 是 一 个 有 限 群 , 则 显然 可 以 定义 


1(f) = 击 习 fce (|G| = G 的 元 素 个 数 ) 
是 了 了 的 平均 值 , 它 满足 1) ~ 4). 
例 7.2.7 设 G = 5-, 则 可 以 用 积分 来 定义 平均 值 如 下 : 
70 = 去 败 fe"yao， 


不 难 验证 它 也 是 满足 1) ~ 4) 的 . 
例 7.2.8 设 G 二 5°, 把 它 几 何 地 想 成 R* 中 的 单位 球面 , 则 可 用 5S*(1) 上 的 体积 


元 素 do 来 定义 平均 值 如 下 ; 
ID = 去 [fdo, 


其 中 2w? 是 S (1) 的 体积 . 不 难看 出 它 也 自然 满足 上 述 四 条 . 


”252" 群 的 结构 与 对 称 性 


定理 7.2.1 设 G 为 一 紧 致 群 ,C(G) 为 其 上 的 所 有 复 值 (或 实 值 ) 连续 函数 的 集 
合 , 则 满足 性 质 1) ~ 4) 的 平均 运算 T: C(G) 一 C( 或 R) 唯一 存在 , 称 之 为 G 上 的 ( 正 
规 ) 不 变 积分 ,并 用 符号 | Feyds 表示 TCD) 

下 面 我 们 就 要 运用 “平均 法 ”来 系统 地 研讨 紧 致 拓扑 群 的 线性 表示 论 . 在 本 节 中 ， 
我 们 将 以 符号 G 表 示 一 个 任 给 的 紧 致 拓扑 群 ,而 不 再 另 加 说 明 . 设 V 是 一 个 复 或 实 的 向 
量 空间 ,GL(V) 是 由 VV 上 的 所 有 可 北 线 性 变换 所 组 成 的 群 ,叫做 V 的 全 线性 群 . 

V 上 线性 变换 全 体 组 成 的 向 量 空间 L(V ,V) 自然 与 C"( 或 R") 同 构 , 在 L(V,V) 中 
引入 C" (或 R”) 的 拓扑 结构 ,于 是 GL(V) 是 L(V,V) 中 开 集 , 易 见 GLCV) 是 一 个 拓扑 
群 . 

定义 7.2.2 车 映射 p:G 一 GL(V) 是 拓扑 群 的 同 态 映 射 ( 即 , 作 为 群 的 映射 是 同 
态 ,作为 拓扑 空间 的 映射 是 连续 映射 ), 称 9 为 G 的 一 个 线性 表示 ,简称 为 表示 . 通常 也 
用 符号 (G,V) 来 表示 之 . 

本 节 中 将 以 不 变 积分 所 提供 的 平均 法 为 主要 手段 来 研讨 G 的 线性 表示 . 

定理 7.2.2， 设 (G, V) 是 一 个 复 ( 实 ) 表示 , 则 V 上 必 存 在 一 个 6 一 不 变 的 西 积 
(内 积 ), 即 (gx, gy) = (z, y), 对 Y&EG,z,yEy 恒 成 立 . 

证 明 ” 设 二 zx,y> 是 VV 上 的 一 个 任 选 的 西 积 (内 积 ), 令 

(zy) 一 i <grgy> dg, 
则 对 Va€ G, 均 有 

(ar,ay) = 虹 <gar,gay> dg 一 疏 <grgy> dg = (zr,y), 
所 以 (zx, y) 是 G 一 不 变 的 西 积 ( 内 积 ). 

推论 7.2.3 ” 设 GCGLn,C)(n 维 复 向 量 空间 上 的 全 线性 群 ) 是 一 个 紧 致 子 群 ， 
则 必 存 在 一 个 适当 的 4 € GL(n,C), 使 得 4G4-: CU(n). 因 此 ,Un) 是 GL(n,C) 的 
一 个 极 大 紧 致 子 群 ,而 GL(n,C) 的 任何 极 大 紧 致 子 群 都 和 Un) 共 思 . 

证 明 ” 设 {e,…,e,) 是 C" 在 原 给 西 积 二 , > 下 的 标准 正 交 基 , {a,,…,a,) 是 在 上 
述 6 一 不 变 西 积 (,) 下 的 一 组 标准 正 交 基 ,4 是 将 w 映 到 (i = 1,…,n) 的 那个 在 
GL(n,C) 中 的 元 素 , 即 得 所 欲 证 . 

定义 7.2.3 〈G, V) 和 (G, 多 ) 之 间 车 存在 一 个 和 G 的 作用 可 交换 的 线性 同 构 

A:V—>W, 即 A(gz) = gA(z), 
则 称 (C, Y) 和 (G, W) 等 价 ( 或 6 一 同 构 ), 记 为 (G, V) 名 (G, W). 

同样 ,p:G 一 GL(V) 和 y:G 一 GL(W) 是 等 价 的 充 要 条 件 是 :存在 同 构 A:V 一 W， 
使 得 o4。g = 二 ,其 中 o4: GL(V) 一 GL(W) 的 定义 是 04(B) = 4B4- ,BE GL(V). 
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定义 7.2.4 ”对 于 (G, V), 若 有 一 个 子 空间 U CV 在 G 的 作用 下 不 变 , 即 
GU={g*zr,g€EG,rEU}CYU, 
则 称 U 为 G6 一 不 变 子 空间 . 
显然 有 ,{0} 和 V 本 身 是 G6 一 不 变 的 .今后 在 不 致 发 生 混淆 的 情况 下 ,G 一 不 变 子 空 
间 简 称 为 不 变 子 空间 . 
定义 7.2.5 车 {0} 和 V 是 (G, V) 仅 有 的 不 变 子 空间 , 则 称 (G, V) 为 不 可 约 表 
示 ; 和 否则 叫 可 约 表示 . 
下 面 我 们 建立 线性 表示 的 几 种 常用 的 运算 ， 
1) 和 : 设 (C, Vi)(i=1,2) 是 G 的 两 个 线性 表示 ,我 们 可 以 在 V1 外 V, 上 赋 以 G 的 
作用 : 
g(x», y) = (gz, 89), TE Vi yE Vs, 
这 个 新 的 表示 叫做 原来 两 个 表示 之 和 , 记 为 (G, V1) 田 (G,V,). 车 用 :GGL(V,) 
来 记 线性 表示 , 则 它们 的 和 记 为 
ADn:G—GLV,DV). 
2) 对 偶 : 设 (G, V) 是 一 个 线性 表示 ,V" 表示 V 的 对 偶 空间 ( 即 :V 上 所 有 的 线性 函 
数组 成 的 向 量 空间 ) ,在 V” 上 可 如 下 规定 G 的 作用 gf ,使 得 
<a:f,r>=<flg'r>, 
其 中 fEV',zEV,g€G,<f,r>= f(z). 
容易 验证 ,上 述 规 定 构成 G 到 V” 上 的 一 个 线性 表示 , 称 之 为 对 侦 表 示 , 记 为 (G， 
V *). 若 用 8:G 一 GL(V) 来 表示 , 则 9 的 对 偶 表 示 记 为 
9°:G— GL(V'). 
3) 张 量 积 :把 2) 中 的 规定 推广 到 多 线性 函数 , 设 L(V,,V,),C( 或 R) 是 V1,V。 上 所 
有 双 线 性 函数 构成 的 向 量 空间 ， 
RR:G—>GLV), GE 一 1,2) 
是 CG 在 凡 及 Vs 上 的 表示 . 
规定 (9 ,8) :G 一 GLCLCOV，V:，C( 或 R)) 如 下 : 
(g °° (xi, x) = f(g tn, gz) (CEZI Vs, C( 或 R)). 
在 向 量 空间 的 张 量 积 中 ,我 们 用 张 量 积 把 多 线性 函数 归于 单线 性 函数 的 讨论 . 我们 
有 
LVi, Vs, C) QLV OV C= (Vi OV)'. 
再 由 对 偶 关系 (LVi，Vz，C)) 轨 六 @V,, 我 们 规定 ,9 的 张 量 积 兄 四 兄 为 : 
nOn= ((h, RB)")". 
容易 验证 : 
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Bg(OW)=g: pOgY, JpEVI VEV,. 
4 设 %:CG 一 GLCVDG 一 1,2) 分 别 是 G 到 V, 上 的 线性 表示 .L(V,, V,) 是 由 所 
有 的 Vi 到 V 上 的 线性 变换 构成 的 向 量 空间 . 现在 在 L(V,, V,) 上 赋 以 G 的 作用 如 下 ; 
g"A=nh(g)An,(g)'), AE LV,, V,) 
亦 即 图 7. 5 是 可 交换 的 . 也 可 写 为 
(g "Az)=g"Ag (zr), rEV, 
由 于 L(Vi, Yi) 锯 Vi@V; ,可 以 证 明 上 述 表 示 等 从 于 5@ “中 | 


4 
Le 


| 9a(8) 


贷 。 利用 上 述 诸 运 算 , 我 们 可 以 由 简单 的 表示 来 构造 较为 复杂 的 。 ya-4 六 
表示 ,又 可 把 较为 复杂 的 表示 进行 分 解 . 此 外 ,表示 的 和 与 张 量 积 
均 可 推广 到 多 个 的 情况 . 利用 张 量 积 的 概念 ,对 一 个 给 定 的 表示 be 


9:G 一 GLCV) ,可 定义 张 量 守 9,9:G 一 GL(V). 更 一 般 地 ,yr : G 一 GL(@V). 

定义 7.2.6 车 (G,V) 鱼 (G, VD…(G, Vi) ,其 中 右边 的 每 个 (G,V,) 都 是 不 可 
约 的 , 则 称 (G, V) 是 完全 可 约 的 (其 中 i = 1,…,k). 

由 此 定义 和 定理 7. 2. 2 还 有 如 下 重要 结论 ; 

推论 7.2.4 ”任何 紧 致 群 的 表示 (G, V) 都 是 完全 可 约 的 . 

证 明 ” 设 V 是 V 的 非 平凡 的 不 变 子 空间 ,V 上 存在 G 一 不 变 内 积 ,因此 V 关于 这 
个 内 积 的 正 交 补 V 也 是 不 变 的 ,从 而 (G,V) 鱼 (G, VD) 田 (G,Vi). 若 (G, VD 或 (G， 
人 ) 仍 有 非 平 凡 不 变 子 空间 ,可 继续 分 解 下 去 ,直至 不 可 分 解 为 止 . 这 就 完成 了 所 求 的 
分 解 . 

上 述 事实 表明 :对 紧 致 群 的 线性 表示 的 探讨 ,基本 上 都 归于 不 可 约 线性 表示 来 研 
究 . 而 下 述 引 理 则 是 研讨 不 可 约 线性 表示 的 基本 工具 . 

Schur 引 理 ” 设 9:G 一 GL(V) 和 yG 一 GL(W) 是 两 个 不 可 约 表示 ,而 AE L(V， 
W). 记 

AHG)={Ag)lg EGIGG) .A= {yg) .Alg EG)}), 
车 4 .gqG) = YLG)，A 则 必 有 4 二 0 或 4 是 可 逆 的 . 
证 明 ”由 上 述 假设 不 难看 出 Ker4 和 Im4 分 别 是 V 和 W 中 的 G 一 不 变 子 空间 . 
再 由 9 和风 的 不 可 约 性 即 得 Ker4 和 ImA 只 有 下 列 两 种 可 能 : 
KerA=V 有 ImA= {0) , 即 A= 0; 
或 者 
Ker4 = {0} 且 ImA =W, 即 4 是 可 逆 的 . 

当 9 一 少 而 且 是 复 不 可 约 表示 时 ,还 有 下 述 特殊 形式 ， 

Schur 引 理 的 特殊 形式 ” 设 8:G 一 GL(V) 为 一 个 复 不 可 约 表示 ,而 且 4E L(V， 
W) 满足 (8g) “4 一 4 ,88),g5E G, 则 必 存 在 一 个 适当 复数 WE C, 使 得 4 一 I. 
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证 明 显然 9g) (4 一) 一 (4 一 MD) .qlg), 对 于 所 有 的 g € CG 也 成 立 . 再 有 ， 
在 复数 域 中 必 存 在 一 个 入 ,使 得 4 一 xi7 是 不 可 逆 的 ,所 以 由 上 述 引 理 即 得 ,4 一 zx7 一 
0, 亦 即 4 = AI. 

定理 7.2.5 设 ”:C 一 GLCIV) 和 4%iG 一 GL(W) 是 两 个 不 等 价 的 复 不 可 约 表示 . 
在 V,W 上 各 取 一 个 G 一 不 变 酉 积 ,而 且 各 取 一 组 标准 正 交 基 , 则 可 用 酉 矩阵 表达 p(g8) 
和 ylg), pg8) = (pi(8)), pg) = (pu(g)), 

它们 之 间 具 有 下 述 正 交 关系 : 


| we “WE)dg 一 0， 


i 1 
| ae °°“ Rg)dg = mp, 


其 中 dimy 是 不 可 约 表示 ”的 表示 空间 的 维 数 . 
证 明 ”结合 G 在 V 和 W 上 的 作用 ,在 前 面 我 们 已 经 定义 了 G 在 L(V, W) 上 的 诱 
导 作 用 , 即 
g'A=yg)A lg), AELV, W). 
再 运用 不 变 积 分 , 求 轨 道 G， 4A = ( g*，Alg € G ) 的 平均 值 ( 亦 即 其 重心 ) ,得 到 
二 |g* Adg, 不 难看 出 ,肯定 是 一 个 在 G 的 作用 下 不 变 的 元 察 ,事实 上 ， 
a A=| ce Adg =|g°Adg=A 
上 式 表 明 ,y(a)Ayla)-!' 二 4 或 (a)A = Aqla), 再 用 Schur 引 理 便 得 出 4 二 0( 因 
为 互 车 可 道 , 则 8p 和光 就 是 等 价 的 了 !), 而 4 是 L(V, W) 中 的 任意 元 素 . 现在 我 们 取 4 


三 Ei, 即 L(V,W) 中 把 Y 中 第 i 个 基 向 量 映射 到 W 中 第 4 个 基 向 量 ,而 其 他 均 映 为 堆 
的 那个 线性 映射 , 则 


Es = | (ulg) Eslg)) dg = 0. 
把 上 式 用 和 矩阵 算法 直接 写 出 ,就 得 到 
[We Wlg)dg = 0. 
车 取 BE€ L(V,V), 则 类 似 可 得 
= | “Bd = | gw Bg dg AB 
其 中 4(B) 是 一 个 由 B 所 确定 的 复数 . 另 一 方面 ,又 有 
Tr(B)=77| gia)Bp(g) "dg =| Tree)BpD- Ydg = | TrBdg = TrB, 


也 就 是 说 ,TrB 二 TrB = dimg。2(B), 所 以 4(B) 一 Er » TrB. 
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同样 地 , 取 B= E, 即 得 
Es = | aE dg = 0° 8 


用 抵 阵 算法 就 得 | .mu(e) 。 Wdg 一 087 
定义 7.2.7 “对 于 给 定 的 复 ( 实 ) 表示 9:G 一 GL(V), 令 x(g)=T,plg), gE€G， 
称 x 为 表示 9 的 特征 函数 . 
不 难看 出 ,9 名 为 一 略 
特征 函数 有 以 下 简单 性 质 ， 
Xer = Xs + Xrs Xoe = Xe * Xp 
推论 7.2.6 若 p 和 是 G 的 两 个 不 等 价 的 复 不 可 约 表示 , 则 


J)» wade = 0,| we) .aid = 1. 
证 明 | zxew “dg = 下 Date): 2 mde 


= 部 S| Wg) * TatBIdg = 0, 


[rf 


而 
| xp «Wdg = 下 Pate) CD FeDde 


->| mg) .Pdg= D1. 


i 


设 p 是 G 的 一 个 任意 复 表 示 . 因为 紧 致 群 的 任何 表示 都 是 完全 可 约 的 ,所 以 我 们 把 
2 表示 为 不 可 约 表示 的 和 ,叫做 2 的 完全 分 解 ,p = 四 5g, 其 中 品 是 不 可 约 的 .通常 我 们 
把 等 价 的 不 可 约 表示 写 在 一 起 , 即 改写 为 p 一 田 3mp, 其 中 是 相 异 的 不 可 约 表示 ,mm 
是 p 的 完全 分 解 中 含有 的 与 8 等 价 的 不 可 约 表示 的 重 数 . 或 者 ,我 们 还 可 以 引进 符号 
mm(p， 9) ,表示 在 Pp 的 完全 分 解 中 含有 与 不 可 约 表示 9 等 价 者 的 重 数 , 则 p = 四 3yn(p， 
98, 其 中 8 遍历 G 的 所 有 互 不 等 价 的 复 不 可 约 表示 . 当然 ,在 上 式 中 ,只 有 有 限 个 m(p， 
网 不 等 于 零 . 显然 有 P, 这 Pp: 马 对 于 G 的 任何 复 不 可 约 表示 p,m(p,, 9) = m(ps, 9) 恒 
成 立 . 

定理 7.2.7 


Dm(p,9) = | ze) + Hajde. 
2)p: 罕 pSX 一 Xp ,也 就 是 说 ,Xu (8) 一 X,(g) 对 Y g € G 便 成 立 . 
3)p 是 不 可 约 的 充 要 条 件 是 | |X,Cg) |:dg 一 1 
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证 明 “显然 及 (8) 一 -人 >)m(P,HXr(g). 设 匈 是 G 的 一 个 任意 给 定 的 复 不 可 约 表 
示 , 则 四 
| zw "Xn(g)dg = Dmcp,p) | pe) “Xn Cg)dg. 
上 述 和 式 中 的 诸 积分 中 ,只 有 当 9 一 名 时 为 1, 其 他 各 项 均 为 零 . 所 以 有 
| xm “Xn Bdg 一 (多 ). 
但 是 名 是 G 的 任 给 的 复 不 可 约 表示 ,所 以 wm 名 p; 后 加 一 X.g E G 不 难 算出 
[zw “NXg)dg = Dime, py, 


因此 p 是 复 不 可 约 的 充 要 条 件 是 | X,(g) * WCBJdg 一 1. 
87.3 L(G) 空间 


定义 7.3.1 紧 致 群 G 上 的 可 积 函数 /( 即 | /Cg)dg 存在 ,其 中 dg 是 由 G 上 不 变 
积分 决定 的 测度 ), 若 | 171de 二 十 = , 则 称 了 是 平方 可 积 的 ,简称 为 Z:- 函数 . 两 个 二- 


函数 /和 f 称 为 是 等 价 的 ,如 果 | 1 一 Jl*dg = 0, 也 就 是 说 ,有 1, f; 的 值 在 G 上 几 
乎 处 处 相等 . 
由 所 有 的 G 上 的 工 :- 函数 的 等 价 类 所 构成 的 向 量 空间 ,以 符号 工 ,(G) 表 之 .我 们 还 
以 下 式 定义 其 上 的 内 积 : 
<111: >= | hic Titajde. 
不 难 验证 上 式 的 确定 义 了 工 ,(G) 上 的 一 个 西 积 , 这样 就 赋 以 L,(G) 一 个 自然 的 
Hilbert 空间 的 结构 . 
令 IR(G) 是 由 G 的 所 有 复 不 可 约 表示 的 等 价 类 所 组 成 的 集合 , 则 
{f(g8), pl(g)} 一 (98))， pE IR(G) 
是 L(G) 中 的 一 组 正 交 向 量 , 而 且 
[C8) 1 = 1/dimg. 
其 实 ,还 可 以 进一步 证 明 上 面 这 一 组 向 量 已 构成 L,(G) 空间 的 一 组 基底 ,这 就 是 
Peter-Weyl 定理 . 
{9(8), 9(g)) 二 {Py(g)},pE IR(G) 组 成 Hilbert 空间 上 ,(G) 的 一 组 基底 . 
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定义 7.3.2 在 G 上 的 每 个 共 姨 类 上 取 等 值 的 志 :- 函数 ,叫做 G 上 的 中 心 函数 . 若 
以 G/G/A4 表示 由 G 的 所 有 共 思 类 所 构成 的 商 空间 ,并 且 赋 以 适当 的 测度 da, 使 得 


| mu=|.w:ode， 


其 中 x:G 一 G/Ad 是 自然 映射 ,f : G/Ad 一 C( 或 R), 则 G 上 的 所 有 中 心 函 数 所 构成 的 
子 空间 和 工 ,(G/Ad) 同 构 . 换 句 话说 ,映射 

nLG/Ad) > LG) wf=f "x 
是 一 个 由 L(G/Ad) 到 上 述 子 空间 的 同 构 . 

把 上 面 两 定理 结合 起 来 , 即 得 

定理 7.3.1 {zslp EIR(G)) 组 成 LK.(G/Ad) 的 一 组 标准 正 交 基 . 

定义 7.3.3 设 (G1,V1) 和 (G;,V,) 是 两 个 给 定 的 复 ( 实 ) 表示 , 则 存在 唯一 的 一 个 
复 ( 实 ) 表示 (G, X GoV Q@:V:) 或 (Gi X GoY @rV;);: 

gig) 7 ® xs = pix1 © gsT1s (81 € Gr E Vili = 1,2), 


我 们 把 它 叫 做 (G1,V i) 和 (Cs,V:) 的 外 张 量 积 , 以 符号 (G,V)) @GuVs) 表 之 , 同 
样 ,我 们 用 中 @8 表示 
J:C 一 GCGLCVD 和 多 :Cs — GL(V,) 
的 外 张 量 积 ， 
n G@p:G x G6:—— GLV, OV,). 


定理 7.3.2 IR(G, @® G6) = {nh ORsn € IR(G) ,np € IR(G,))}. 
证 明 ” 先 证 X 台 (81,82) = Xs (81) * Xs(8:), 对 于 任 给 的 g1 E G 和 &s E G 恒 成 
立 .我们 可 以 在 V; 上 取 定 G 一 不 变 的 西 积 ,对 于 任意 给 定 的 gE Gi,9(gi) 是 Vi; 上 的 西 
变换 (i = 1,2), 所 以 分 别 存在 V ,和 V; 中 的 正 交 基 {el,…,e,) 和 {e'，，,…,e',) ,它们 分 别 
都 是 (lg1) 和 (gs) 的 特征 向 量 , 即 : 
AlgDe=Ne 1<kh<n; 
人 一 pe 1<l<m. 


而 {fe @ es1 过 hn,1 壹 1 之 m} 显然 构成 Vi @V: 中 一 组 正 交 基 ,而 且 由 有 加 风 
的 定义 
n ®nalg, ga)er ei = (Nh, p)er e's 
所 以 


Xn dr (gu1B82) = 2) 2 Np = (FVD = Xs (81) * Xs, (82), 


i t=1 
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由 上 式 即 得 
|i save de dgs = | Xn Cad ls (go) ledgsde 


i 2 本 | 3 = 
= | lay! dg, 人 col dg = 1. 


这 也 就 证 明了 员 鸭 中 (9 E LR(G1) ,ps E LR(G,)) 是 Gi X Gs 的 复 不 可 约 表示 .再 
有 , 设 办, 妈 也 分 别 是 LR(G,) 和 LR(G,) 中 的 元 素 , 则 有 


Gnen Xen) 一 | ,Xnen * Tendgrdg 
x 


= | xz (g1) ° Xs (g2) ° Xs (B81) * Vo, (BIdgidgs 
= J (8) WR dg 。 J Wdg, 
= (Xn Xo%,) (Xn shy,)s 
所 以 {Xs@n ;9 € TR(G1) ,py E€ IR(G,)) 构成 了 
L:(Gi/Ad x Gs/Ad) 2 L1G, x G,/Ad) 
的 一 组 正 交 基 . 这 也 就 证 明了 上 述 集合 业已 构成 LR(G, x G,) 的 全 体 , 亦 即 G, x G, 的 


任何 复 不 可 约 表示 都 能 表 为 n 本 形式 . 
群 的 运算 自然 地 给 出 了 Gi x Gs 在 G 本 身上 的 左 、 右 平移 变换 , 即 下 述 变 换 : 
GXGG(g BrT=E "I gi'. 
这 个 变换 诱导 出 下 述 G Xx G 在 上 ,(G) 上 的 变换 : 
(G X G) X L(G) > L(G):[(g1,82) f(z) = Cgiizgs). 
易 证 :上 述 变 换 决 定 了 G X G 在 Hilbert 空间 L,(G) 上 的 一 个 线性 表示 ,不 难 证 明 ， 
对 于 任何 PE TR(G), 由 (dimg)* 个 表示 函数 {9j(g)} 所 张 成 的 子 空间 是 GX G, 一 不 变 
的 ,而 且 在 其 上 的 作用 等 价 于 9 全 y, 其 中 yp" 是 ?的 对 偶 表示 .事实 上 ， i 
“yer 的 表示 函数 为 9,(g)(1 过 i,j 三 n), 按 定义 
[(g1,82)9](8) = Rilgr gg). 
另 一 方面 ,由 lg7'gg8:) = 9gi')9(g)9(g:) 可 知 ， 
Wlg7'gg:) 一 Der Jala) ng:) = Dar ng) me). 
因此 ， 
[Cg1,82)8J(8) = Dmer Wes)gue). 


上 式 说 明 由 {9;(g)} 张 成 的 子 空间 是 G X G 不 变 的 . 为 证 明 它 与 9* 侣 yp 等 价 ,可 直 
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接 计 算 p" 本 q. 由 定义 
9° Sa, ga) 0? Be) = 9° (ge ® pgs)e 
= Dmler Ye ® Dg)e 
lt 


= Dan) “fg? Oe 


由 于 1 gu(8)) 是 此 子 空间 的 基 ， 而 {ex 加 a 是 V* @V 的 基 , 比 较 上 面 两 式 , 上 述 等 
价 性 是 明显 的 . 
总 结 本 节 的 讨论 , 即 有 
L(G) 全 田 >》 Vp') OoV (Pp, 


rEIRO) 


其 中 G 在 V(y*) @oV(p) 上 的 作用 是 9 鸭 9 
现在 让 我 们 举 几 个 实例 ,来 看 一 看 前 面 理论 的 一 些 初步 用 法 . 


1.Abel 群 


设 G 为 一 个 紧 致 可 换 群 ,9 是 G 的 一 个 复 不 可 约 表示 , 则 不 难 用 Schur 引 理 的 特殊 
形式 证 明 dimy = 1. 
事实 上 ,因为 G 是 可 换 的 ,我 们 可 以 取 4 二 glgo) ,其 中 go 是 G 中 任意 给 定 的 元 素 . 
则 有 
(8) * Hg0) = go 80) = Pg) * Hg) 
对 所 有 g € G 恒 成 立 . 所 以 由 引 理 可 知 ,存在 一 个 适当 的 X(go) ,使 得 P(go) = Ag。 1 ,其 
中 了 是 表示 空间 上 的 恒 等 变 换 . 换 句 话说 ， 
HKG)= {pg) lg E G}C {UAE€EC). 
另 一 方面 ,显然 有 ,表示 空间 V 的 任何 子 空间 都 是 (村 :2 € C} 的 不 变 子 空间 ,当然 
也 是 它 的 一 部 分 一 一 {9(go) 1g。E€ G)} = gLG) 的 不 变 子 空间 . 但 是 8 假设 为 复 不 可 约 
的 ,所 以 V 除了 (0) 和 本 身 之 外 ,不 能 再 有 其 他 的 子 空间 了 . 这 种 情形 只 有 一 种 可 能 ,就 
是 dimy = dimcy = 1. 
2.G= 5!= {e;0 <0<27} 
5' 是 一 个 紧 致 可 换 群 ,由 1), 它 的 任何 复 不 可 约 表示 9 都 是 一 维 的 , 即 
pS: U1)=5, 


净 
pS!— S51,9:(e") = e™, 
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其 中 是 一 个 取 定 的 整数 . 容易 看 出 , 是 一 个 同 态 映射 . 

另 一 方面 , 设 8:S' 一 5S' 是 任 取 的 一 个 同 态 映射 , 则 不 难 证 明 :9 必 然 与 上 述 之 一 
等 价 . 

在 数学 分 析 中 ,我 们 熟知 fei E Z) 构成 了 L:(S') 的 一 组 正 交 基 . 这 也 就 是 
Peter-Weyl 定理 在 G = S' 下 的 形式 . 所 以 Peter-Weyl 定理 其 实 就 是 上 述 傅 氏 级 数 的 基 
本 事实 在 紧 致 群 范围 中 的 深刻 推广 . 


3.G 二 S = 么 模 四 元 数 集合 


我 们 先 把 四 元 数 体 表示 成 一 个 二 维 复 空间 , 即 : 
Q= {X=z + jzz E C} SC’, 
则 $ 中 的 任 一 元 素 就 可 写成 4 一 4 十 萎 , 其 中 aeE Caa 十 怒 二 1ql? = 1. 对 于 这 样 


一 个 给 定 的 9, 就 对 应 有 一 个 Q 兰 C: 上 的 线性 变换 : 和 一 9X, 其 矩阵 为 全 El ,或 


a 一 下 [= azi 一 bz 
者 写 为 5 a zj I 十 zz 
上 述 线性 变换 a CA 
‘zs bz 一 zy 


就 给 出 $ 在 由 =iyz: 的 人 4 次 齐 次 多 项 式 所 构成 的 线性 空间 上 的 一 个 线性 表示 ,其 定义 如 
下 : 设 了 是 =i,zs 的 次 齐 次 多 项 式 , 规 定 
(gq ° Nz1,22) = (az — brs,bei + dz2), gq = a 办 
我 们 将 以 m 记 这 个 复 表示 , 它 的 维 数 是 十 1. 
定理 7.3.3 ”对 于 任 给 的 k= 二 0,1,2,… ,上述 5 的 复线 性 表示 都 是 不 可 约 的 ,而 且 
IR(S’) = {k= 0,1,2,..}. 
证 明 ”现在 让 我 们 把 Q 想 成 一 个 四 维 实 向 量 空 
间 . 这 样 , 对 于 S* 中 的 任 一 元 素 9, 就 得 到 R' 的 一 个 变 
换 :X 一 gXg™', 它 是 R' 上 保持 实数 轴 不 动 的 一 个 正 交 
变换 , 称 之 为 共 二 变换 或 伴随 变换 ,所 以 S: 的 伴随 变换 
也 可 以 看 成 一 个 以 实数 轴 为 不 动 点 的 SO(3) 旋转 . 因 
此 ,5 中 包含 e” 的 那个 共 二 类 就 是 一 个 由 垂直 于 实 轴 
的 三 维 超 平面 5; 所 截 出 来 的 二 维 球面 5*, 其 半径 为 
sing, 其 面积 为 4xsin*0( 图 7.6). 令 以 丸 表 示 X. 因为 为 
在 上 述 共 示 类 上 取 等 值 , 即 
Xrg!) = Xle!), 
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所 以 有 
[2 zag = 去 |。xzaz 
Le 


= |e Heansin:g)do 


= 走 | zeo Re 一。 fer edg 


em iw We 
= 去 [wce®) .ee — er leqo. 
再 者 ,由 mi 的 定义 以 及 由 e* E S53 所 决定 的 线性 变换 是 
ZI > Ez zs Ez, 
因此 不 难看 出 ,单项 式 zf ,zf 1z?，,… ,zlz4-1,z$ 都 是 Ri(e”) 的 特征 向 量 ,而 且 相 应 的 特征 
值 分 别 是 swvetu-ae，ve-iu-anve-w 所 以 
We es — ey = Ce + ene 4 co ei- Fe-) x Ces — et) 
二 (ear eur) 
将 下 式 代 人 上 式 , 便 得 出 
ftw rae = EP le — eer jag = 1. 


这 也 就 证 明了 qi 是 复 不 可 约 的 ,再 因为 
{Xle’) le — ew) = (et 一 eidty) sk = 0,1,2,%} 
已 构成 LK,(S') 上 的 奇 函 数 子 空间 的 一 组 基底 ,所 以 {XCe*)|k = 0,1,2…} 已 构成 
ZL(S') 上 的 偶 函 数 子 空间 的 一 组 基底 . 又 由 于 每 个 共 轰 类 交 S: = {e*,0 壹 9 过 2x) 于 两 
个 点 , 即 G/Ad = SI/Z:, 所 以 S 上 的 偶 函 数 恰 是 G/Ad 上 的 所 有 函数 ,因此 {XCe”) | 
三 0,1,2…)} 构成 L(G/Ad) 的 一 组 正 交 基 , 则 IR(S3) = (9 大 一 0,1,2，). 


问题 7.3 


1. 设 m:CG 一 GLCVDG = 1,2) 分 别 是 G 到 V, 上 的 表示 .规定 
PG>GL(LOVIV)) 为 Gg) :A=p(g) An(e) AE L(V,). 

利用 L(Vi,V,) 皇 VieVi ,证 明 p 安 员 因 允 . 

2. 求证 :Xrey = Xe 十 Xp ,Xey 一 加。X- 

3. 设 9:3 一 是 一 个 同 态 映射 ,求证 :必然 与 8 之 一 等 价 ,其 中 兄 :S1 -> S1 定义 
为 ge) 一 en，mEZ. 

4. 设 G 是 一 个 有 限 群 ,证 明 : 

(DdimL,(G) = ord(G); (2)dimL,(G/Ad) = cl(G). 
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87.4 Lie 群 与 Lie 代数 


定义 7.4.1 设 G 是 一 个 非 空 集合 ,满足 

1)G 是 一 个 群 ; 

2)G 也 是 一 个 微分 流 形 ; 

3) 群 的 运算 是 可 微 的 , 即 由 G X G 到 G 的 映射 (g1,g:) 一 > 81,82' 是 可 微 映射 , 则 
称 G 是 一 个 Lie 群 . 

既然 Lie 群 的 结构 同时 含有 群 和 微分 流 形 的 结构 ,我 们 就 可 以 用 群 的 可 微 性 把 群 
的 结构 线性 化 ,这 也 就 是 Sophus Lie 称 之 为 “无 穷 小 群 ", 而 我 们 现在 改称 之 为 “Lie 代 
数 ” 者 . 在 第 一 节 中 ,我 们 将 由 单 参数 子 群 的 研讨 来 实现 上 述 线性 化 ,确立 Lie 代数 所 应 
有 的 结构 . 然后 在 第 二 节 中 将 证 明 紧密 联系 Lie 群 与 Lie 代数 的 基本 定理 ,说 明 Lie 代数 
乃 是 Lie 群 结构 的 局 部 完全 不 变量 . 

定义 7.4.2 一 个 Lie 群 G 的 单 参数 子 群 就 是 一 个 由 实数 加 法 群 R( 作 为 一 个 Lie 
群 ) 到 G 中 的 可 微 同 态 9:R 一 G. 

我 们 若 以 :表示 R 中 元 素 的 参数 , 则 {q(t); t € R) 就 是 G 中 满足 条 件 p(t1)， F(t) 
一 Yti 十 所) 的 一 条 可 微 参 数 曲 线 . 

我 们 将 以 g 表示 流 形 G 在 单位 元 素 。 点 的 切 空间 . 设 p:R 一 G 是 一 个 G 中 的 单 参 
数 子 群 , 则 它 在 e 点 的 速度 向 量 , 亦 即 dr 总 ) ,就 是 & 中 的 一 个 向 量 . 

命题 7.4.1 对 于 任 给 向 量 X。€ 5, 是 否 存在 一 个 单 参数 子 群 8:R 一 G ,使 得 X。 
恰 为 其 在 e 点 的 速度 向 量 ?再 者 ,一 个 单 参数 子 群 是 否 为 其 在 e 点 的 速度 向 量 所 唯一 确 
定 ? 2 
1) 设 8:R 一 G 为 一 给 定 的 单 参数 子 群 , 则 可 以 利用 Lie 群 C 中 的 右 平移 得 到 变换 
映射 RXG 一 G:(t,g) 一 >g*9t), 它 是 流 形 G 上 的 一 个 ( 单 参数 ) 可 微 变换 群 , 通 常 叫 
做 流动 变换 (flow). 再 者 , 群 的 结合 律 也 就 是 说 任何 右 平移 r。: G 一 Gro(g) = ga,& 
E Gla € G) 和 任何 左 平移 1,。: G 一 G,l.(g) 一 ag,g E€ Gla € G) 都 是 可 换 的 ,所 以 上 
述 可 微 变换 群 的 作用 与 任何 左 平移 是 可 换 的 , 亦 即 a(g* 9(2)) 一 (a*g)9(t), 因 此 又 称 
之 为 左 不 变 但 参 可 微 变换 群 ,或 左 不 变 流动 . 

2) 设 p:R 一 G 是 一 个 左 不 变 流动 , 则 有 Flt, ag) 二 aglt，g), 于 是 它 在 G 上 各 点 的 
速度 向 量 就 构成 C 上 的 一 个 左 不 变 向 量 场 X, 亦 即 Xe = dl,(X,) ,其 中 Xs 入, 分别 
表示 向 量 场 和 在 ag 点 和 g 点 的 向 量 . 

3) 设 X 是 一 个 左 不 变 向 量 场 , 则 瑟 由 它 在 单位 点 的 值 X. 所 唯一 确定 ,这 是 因为 Xx 
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一 de(X.). 反 之 ,对 应 于 & 中 任 给 向 量 X, 亦 必 存 在 一 个 左 不 变 向 量 场 ,使 得 X, 一 
和 其 实 , 我 们 可 以 用 Xe 二 dl,(X。) 来 定义 一 个 向 量 场 下 , 它 就 是 那个 满足 X, 一 X 的 
左 不 变 向 量 场 . 

将 上 述 分 析 和 常 微分 方程 组 的 存在 唯一 性 定理 相 结 合 , 即 得 下 述 定理 ; 

定理 7.4.2 下列 四 种 事物 之 间 的 自然 对 应 都 是 一 一 映射. 


{ 单 参数 子 群 7:R 一 G)*{ 左 不 变 流动 RX G 一 2 G} 
1 微分 积分 i+ + 微分 
g { 左 不 变 向 量 和 X) 
证 明 ”在 上 述 图 解 中 ,( 1) 和 (1) 就 是 分 别 在 分 析 1) 和 3) 中 所 描述 的 自然 对 
应 ,它们 显然 都 是 可 北 的 . 
两 个 垂直 向 下 的 箭头 都 是 求 速度 向 量 ,所 以 标记 以 微分 . 由 一 个 左 不 变 向 量 场 六 
去 反 求 一 个 左 不 变 流动 g:R -~ G, 使 得 它 的 速度 向 量 场 恰 为 * 的 


常 微分 方程 组 的 存在 性 和 唯一 性 定理 ). 这 也 就 建立 了 { 左 不 变 向 量 场 ) 下 公 { 左 不 变 流 
动 } 这 个 对 应 . 
CT 


最 后 ， 机 们 用 ( 左 不 妆 和 和) { 丰 不 变动 ) ( 间 参 数 子 格 ) 的 


来 达成 g 一 > { 单 参数 子 群 ), 它 显然 是 { 单 参数 子 群 } 于 的 逆 映 射 . 

基于 上 述 定理 ,我 们 就 可 以 用 定理 中 建立 起 来 的 自然 对 应 把 这 四 种 事物 对 等 起 来 ， 
即 &g 鱼 { 左 不 变 向 量 场 } 刍 { 左 不 变 流动 } 呈 { 单 参数 子 群 }. 

以 后 我 们 将 以 & 表 示 这 个 一 身 具 有 上 述 四 种 * 身 份 ”的 事物 , 称 之 为 Lie 群 G 的 Lie 
代数 (Lie algebra), 它 就 是 Lie 群 G 线性 化 所 得 的 “数理 结构 ” 现在 让 我 们 再 来 分 析 一 
下 它 究 竟 具有 哪些 自然 的 结构 : 

分 析 

了 ID 采取 & 是 G 在 9 点 的 切 向 量 空间 这 个 身份 ,我 们 就 可 以 赋予 & 以 向 量 空间 的 结 
构 . 若 以 gx 表示 那个 以 X E g 为 “初速 "向量 的 单 参数 子 群 , 则 不 难看 出 ; 

Pxt) = Pr (NH) ,Nt €E R,X E g. 因此 $x(2) = px(1). 

上 述 分 析 说 明 可 把 所 有 G 的 单 参数 子 群 组 成 一 个 总 的 映射 如 下 : 

定义 7.4.3 令 Exp:g 一 G,Exp(X) 二 gx(1),X Eg,Exp 叫做 由 g 到 G 的 指数 
映射 : 

指数 映射 的 特征 性 质 是 :对 任 给 X E g ,映射 

Exp : R— G,Exp,(t) = Exp(tX) 
就 是 上 述 的 单 参数 子 群 gx, 亦 即 gx(t) 二 Exp(zX) 恒 成 立 ， 
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从 群 的 观点 来 看 ,g 的 向 量 空间 结构 反映 了 Lie 群 C 的 乘法 运算 的 一 阶 逼 近 . 也 就 
是 说 ,可 以 证 明 : 当 s,t 都 是 一 阶 无 穷 小 时 ， 
Exp(sX) * Exp(tY) = Exp(sX¥ + tY) 
在 略 去 高 于 一 阶 的 无 穷 小 后 成 立 . 
2) 采 取 & 是 左 不 变 向 量 场 的 身份 ,我 们 还 可 以 在 5 上 定义 一 个 双 线 性 的 运算 [,] 如 
下 s 
令 六 万 , 户 是 定义 在 G 上 的 任意 的 可 微 函 数 , 和 ,了 是 任意 两 个 向 量 场 , 定 义 XF : G 
一 R,XJCS) 二 XX./ ,其 中 Xe 表示 函数 了 在 5 点 对 于 切 向 量 Xv 的 方向 导数 . 不 难 验证 
上 述 运算 满足 下 列 “ 求 导 ” 性质 : 
X(C fe) = Xf) 万 十 万 (XF) 
反之 ,任何 满足 上 述 性 质 的 运算 D 一 定 是 关于 某 一 个 向 量 场 的 上 述 “ 求 导 ” 运算 ， 
即 : 设 为 任何 对 G 上 所 有 的 可 微 函 数 都 有 定义 的 一 个 运算 ,而 且 具 有 上 式 所 表示 的 
性 质 , 则 必 有 唯一 的 一 个 向 量 场 X ,使 得 Df 二 Xf 对 所 有 的 f 都 成 立 . 
令 [X,Y]f = 一 XGA) 一 Y(CX7), 则 有 
[X,Y 万) = XYF) :fit fF) — YEAXI) fat F(Xf)) 
= ([X,Y] f1)fi + fi(LX,Y] f2). 
上 式 说 明 [X,Y] 也 是 一 个 向 量 场 , 它 由 X 组 合 而 得 . 再 者 ,当头 ,Y 都 是 左 不 变 时 ， 
不 难 验 算 [ 义 ,Y] 也 是 左 不 变 的 ,这 样 就 赋予 & 一 个 运算 
LJ:gXg—g, 
称 之 为 “ 括 积 ”.“ 括 积 ” 具 有 下 列 性 质 : 
5i) 双 线 性 : 
[MX 十 和 X:,Y] = ALXLY] 十 2[X:,Y]， 
[XAY, 十 my] = pLX,Y + pLX,Y,]. 
(ii) 斜 对 称 性 :[X,Y] = 一 [了 ,X]. 
(iii)Jacobi 恒等式 ， 
[X,[Y,Z]] 十 [了 ,[Z,X]] 十 [Z,[X,Y]] = 0. 
性 质 (i) 和 (ii) 可 以 由 定义 推出 ,性 质 (iii) 则 是 上 式 和 结合 律 的 推论 . 
3) 从 群 的 观点 来 看 , 括 积 就 是 Lie 群 G 的 “不 可 换 性 ”的 线性 化 . 而 上 述 Jacobi 恒 等 
式 则 是 群 的 运算 之 结合 律 的 线性 化 形式 . 
用 无 穷 小 的 术语 来 说 ,就 是 当 s,t 都 是 一 阶 无 穷 小 时 ， 
Exp(sX)Exp(tY) » Exp(— sX)Exp(— 1tY) = Exp(s[X,Y]) 
在 略 去 高 于 二 阶 的 高 级 无 穷 小 后 成 立 . 换言之 ,[X,Y] 就 是 度量 Exp(sX) 和 Exp(zY) 
之 间 不 可 交换 性 的 主导 项 , 它 是 一 个 二 阶 的 量 . 
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通过 对 单 参数 子 群 的 探讨 来 达成 Lie 群 结构 的 线性 化 , 所 得 的 结构 是 一 个 具有 
(x* ) 式 中 性 质 G), Gi) 和 (iii) 的 括 积 的 向 量 空间 g, 叫 做 Lie 群 G 的 Lie 代数 (当年 ， 
Sophus Lie 把 它 叫 做 无 穷 小 群 ). 还 可 以 自然 地 定义 由 & 到 G 的 指数 映射 Exp : g 一 G， 
其 特征 性 质 是 由 等 式 
Prt) 一 Exp(X) (ER,XES) 
所 定义 的 映射 Br:R 一 G,X 为 “初速 ”向量 的 单 参数 子 群 .而 g 和 G 的 结构 关系 可 以 用 
下 列 两 个 式 子 说 明 : 
Exp(sX)，。Exp(tY) == Exp(sX 十 1Y)( 准 确 到 一 阶 )， 
| eeepaeooew — sX)Exp(— 1Y) 
三 Exp (st[X,Y]) (准确 到 二 阶 ). 
现在 我 们 举 几 个 Lie 群 的 实例 ,来 看 一 看 它们 的 Lie 代数 和 指数 映射 . 
例 7.4.1 设 了 是 一 个 复 ( 实 ) 向 量 空 间 ,V 的 全 线性 群 GL(V) 是 一 个 Lie 群 . 事实 
上 ,由 于 GL(V) 是 L(V,V) 组 CR") 中 的 开 集 , 所 以 它 具有 自然 的 流 形 结构 
另 一 方面 , 视 GL(V) 为 可 逆 和 矩 阵 组 成 的 群 , 则 它 的 乘法 和 求 逆 运算 的 可 微 性 则 是 
显然 的 , GL(V) 在 9 点 的 切 空间 ,以 gL(V) 记 之 . 显然 gL1(V) 可 以 和 向 量 空间 L(V ,V) 
对 等 起 来 . 
令 4E L(V,V) 是 V 上 一 个 任 给 的 线性 变换 .我 们 可 以 用 下 述 指数 级 数 来 定义 
Exp4, 即 


Exp4 =T 十 4 十 直人 十 吉 二 直人 二 
不 难 验证 ,此 式 中 的 级 数 总 是 收敛 的 ,而 且 当 4B = BA 时 ， 
(Exp4)(ExpB) = Exp(A 十 B). 
此 式 的 一 个 特殊 情形 是 (Expt,4A)(Expt,4) = Exp(Cn 十 已 )4). 
换 句 话说 ,cr 一 *(Expt4) 就 定义 了 一 个 单 参数 子 群 尺 -~ G, 而 且 可 求 z 的 微分 ,再 以 
+t 二 0 代 人 即 得 
旺 GExpta) liwo = A. 
这 说 明 Exp(4) 二 gn(t). 所 以 GL(V) 的 Lie 代数 应 该 就 是 gL(V) 名 L(V,V), 而 且 由 
指数 级 数 所 定义 的 映射 也 正好 就 是 前 面 所 说 的 从 Lie 代数 到 Lie 群 的 指数 映射 (其 实 ， 
这 也 就 是 指数 映射 这 个 名 称 的 源 起 ). 不 难 验 证 
Exp(sA)Exp(1B) « Exp(— sA)Exp(— 18) = Exp(st(AB — BA)) 
在 略 去 含有 s,t 的 二 次 以 上 无 穷 小 项 之 后 成 立 . 这 也 就 说 明了 gl(V) 上 的 括 积 应 该 是 
[4,8] = 4B 一 B4, 其 中 4B,BA4 表示 工 (V,V) 中 的 组 合 积 . 
例 7.4.2 令 det(4) 表示 4 的 行列 式 , 则 
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det : GL(V)— C°* CR ) 
是 GL(V) 到 非 零 复 ( 实 ) 数 的 乘法 群 的 一 个 满 同 态 . 所 以 
sl(V) = {A € GL(V);det(A) = 1) 
构成 GL(V) 的 一 个 正规 闭 子 群 . 以 后 我 们 将 证 明 , 在 这 种 情形 下 ,SL(V) 本 身 也 是 一 个 
Lie 群 , 称 之 为 Vy 上 的 特殊 线性 群 . 从 下 述 命题 不 难看 出 SL(V) 的 Lie 代数 应 该 就 是 : 
SL(V)= { AE gl(V)= L(V,V);TrA = 0). 
定理 7.4.3 对 于 任 给 的 AE€ L(V,V), 恒 有 det(ExpA) = e™, 
证 明 ”因为 V 是 实 向 量 空间 的 情形 可 以 经 由 复 化 而 归于 复 向 量 空间 的 情形 来 讨 
论 , 我 们 不 妨 假设 V 是 复 向 量 空间 . 设 4 为 一 任 给 线性 变换 ,一 个 熟知 的 事实 是 在 V 中 
必 存 在 一 组 基底 {e,,…,e,), 使 得 4 的 相应 矩阵 为 一 个 上 三 角 矩 阵 ( 亦 即 子 空间 
span{e1,"…* ,ei} di 一 1,…,n) 都 是 在 A 的 作用 之 下 不 变 的 ). 


人 x 
A= C, 
C9 
因此 ， 
站 # 
A 
A'= ET ,k= 0,1,2,"" 
bY 


用 上 述 A*(k = 0,1,2,…) 的 矩阵 形式 ,就 可 以 算得 
en 


det(ExpA) =det| “ , = Eo = exp{ SIN) 


例 7.4.3 我 们 将 以 GL(n,C) 表示 由 所 有 det 天 0 的 n 阶 复方 阵 所 组 成 的 群 ,以 
GL(n,R) 表示 由 所 有 det 关 0 的 nn 阶 实 方 阵 组 成 的 群 .相对 于 V 的 一 组 基底 {e,，…,e,} 
就 有 一 个 群 的 同 构 关系 

GL(n,C)， V 是 nn 维 复 空间 ; 
Se GL(n,R)， V 是 nn 维 实 空间 . 

GL(n,C) 和 GL(n,R) 上 的 流 形 结构 和 群 运算 可 微 性 是 显然 的 . 因此 ,严格 地 说 

GL(V) 上 的 流 形 结构 是 从 GL(n,C) 或 GL(n,RC) 上 借助 上 述 同 构 “ 搬 ”过 来 的 . 


定义 7.4.4 Lie 群 G 和 G' 称 为 是 同 构 的 , 若 存在 映射 ”:G  G; 使 得 
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1)98 是 群 G 到 CI 上 的 同 构 映 射 ; 

2)9 是 流 形 G 到 G' 上 的 微分 同 胚 (diffeomerphism) ,映射 8 叫做 G 到 G' 上 的 (Lie 群 
的 ) 同 构 映 射 . 

由 此 定义 可 知 ,上 面 的 同 构 是 Lie 群 的 同 构 . 

定义 7.4.5 设 g 和 g' 分 别 是 Lie 群 G 和 G' 的 Lie 代 数 ,车 存在 一 个 映射 p:g8' 一 
8' ,满足 下 列 条 件 

DP 是 向 量 空间 & 到 g' 上 的 同 构 映射 ; 

2)[pX,pY] = pL[X, YJ],Y X,Y € g', 

我 们 说 g' 与 & 是 同 构 的 ,Pp 叫做 Lie 代数 g' 到 g' 上 的 同 构 映射 . 由 矩阵 的 指数 级 
数 知 ,GL(n,C) 和 GL(n,R) 的 Lie 代数 分 别 是 M(x,C) 和 Mn,R),M(n,C) 和 Mn， 
R) 分 别 是 nn 阶 复 ( 实 ) 方 阵 全 体 构成 的 集合 . 而 且 显 然 有 Lie 代数 的 同 构 关系 
Mn,C)s 
Mn,R). 

例 7.4.4 我们 以 SL(n,C) 和 SL(n,R) 分 别 表示 由 行列 式 为 1 的 复 ( 实 ) 方 阵 所 
构成 的 Lie 群 (叫做 特殊 线性 群 ) ,Ca,C) 和 sitn,R) 分 别 表示 它们 的 Lie 代数 . 不 难看 
出 ,sLx,C) 和 s(n,R) 分 别 由 迹 为 零 的 复 ( 实 ) 方 阵 所 组 成 ,而 且 存 在 同 构 关 系 : 

SR 人 RR A 
SL(n,R). sl(n,R). 

由 例 7,4.3 和 例 7.4.4, 我 们 对 上 述 两 组 群 GL(V) 与 GL(n,C)( 或 GL(n,R)) 及 其 
Lie 代数 将 不 加 区 别 , 对 SLCV) 及 SL(n,C) (或 SL(n,R)) 也 不 加 区 别 . 

例 7.4.5 设 V 是 一 个 m 维 复 向 量 空间 , 一 , > 是 定义 在 V 上 的 非 退 化 双 线性 型 . 
车 对 任何 的 z,y EV, 二 x,y >= 二 ,zx> 便 成 立 , 称 之 为 对 称 的 , 若 < zy 二 一 
一 二 y, 工 二 恒 成 立 , 则 称 之 为 反对 称 或 斜 对 称 的 . 

设 生 ,之 是 YV 上 一 个 任意 给 定 的 对 称 的 或 反对 称 的 非 退化 双 线性 型 ,容易 验证 ， 
GL(V) 中 所 有 令 二 ,二 不 变 的 元 素 &( 亦 即 一 gz,gy 二 = 一 zy 二 对 任何 z,yE 恒 
成 立 ) ,组 成 一 个 闭 子 群 , 因 此 它 本 身 也 是 一 个 Lie 群 . 

当 二 , > 是 对 称 的 时 ,这 个 子 群 称 为 复 正 交 群 , 记 为 O(V). 类 似 于 例 7. 4.1 的 讨 
论 , 我 们 也 可 以 讨论 相应 的 矩阵 群 . 由 线性 代数 的 知识 可 知 ,V 中 存在 一 组 基 e ，…， 
en 使 得 二 ee 二 = 0(1 近 1 过 mm), 称 之 为 标准 正 交 基 . 任 取 & E OV),g 在 上 述 基 
下 的 矩阵 仍 记 为 g, 则 容易 验证 : 

5EOV)e8 5 一 5 一 1  (g" 表示 g 的 转 置 ). 

满足 上 式 的 复 矩 阵 称 为 复 正 交 阵 . 我 们 把 GL(m,C) 中 所 有 复 正 交 矩 阵 组 成 的 子 

群 记 为 Olm,C), 则 OC(V) 宇 OCm,C). 


gl(V) BQ LVV)G | 
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现在 我 们 来 讨论 复 正 交 群 的 Lie 代数 , 记 之 为 oCn,C). 

任 取 XE oln,C), 有 ExptX E Oln,C),t € R. 因 此 对 于 任何 u,v EV， 

< ExptX «wu,ExptX *v>=<u,v>. 

对 上 式 两 边 分 别 在 + = 0 处 求 导 , 我 们 立刻 得 出 < Xu,v 二 十 一 zx,Xo > 一 0. 

此 式 表明 ,和 X 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 ( 仍 记 为 和 ) 是 一 个 斜 对 称 矩 阵 ; 反 过 来 也 是 对 
的 .因此 ,X E oln,C) 全 和 是 斜 对 称 的 . 

如 果 我 们 以 上 述 标 准 正 交 基 为 基底 来 造 一 个 实数 域 上 的 向 量 空间 V', 则 V' 是 一 个 
欧 氏 空间 .GL(V') 中 令 二 ,二 不 变 的 元 素 全 体 组 成 GL(m,R) 的 一 个 闭 子 群 , 称 为 实 正 
交 群 ,简称 为 正 交 群 , 记 为 OCm). 

不 难 证 明 它 是 一 个 紧 Lie 群 , 且 有 

gEOmMEg “gpg=g°g =1,, gEGLm,R) 

车 二 , > 是 反对 称 的 ,由 GL(V) 中 令 二 , > 不 变 的 元 素 组 成 的 子 群 叫做 复 辛 群 ， 
记 为 Sp(V). 由 线性 代数 知识 可 知 ,dimV 一 定 是 偶数 . 设 m = 2n, 则 在 V 中 存在 一 组 基 
eyey en 满足 

een>=—<ent>=1 全 一 1 
人 若 4,! 不 满足 上 述 条 件 . 
如 果 我 们 仍 把 GL(V) 中 元 素 g 在 上 述 基 下 的 矩阵 记 为 g, 则 不 难 验证 : 
gESPV Og, 一 


人 
由 一 所 
—1, 0 

令 Spln,C) = {g EGLmO) ;gg =Jm=2n)), 则 Sp(V) 与 5p(n,C) 之 间 
存在 自然 同 构 , 今 后 对 这 两 个 群 也 不 加 区 别 , 均 称 为 复 辛 群 . 

现在 讨论 复 辛 群 的 Lie 代数 Spln,C). 任 取 XE spln,C), 令 g = ExptX(t € R). 
注意 到 4ExpX4-: = Exp(AXA-') 以 及 (ExpX)7 二 ExpX7, 因 此 有 

&TJg = Exp(tX)7J,ExptX = J., 或 者 J, 'ExpCX)™, = Expt( 一 X). 

即 Expt(J,X7J,) == Expt( 一 久 ). 所 以 ,我 们 得 知 X Espln,C) 后 XT, 十 J,X7 一 0. 


其 中 


将 X 写成 分 块 形式 : 
Ek | 

X= 
be 


则 条 件 X E spl(n,C) 后 XX" 十 JX" 二 0 等 价 于 
Xs = XI,X, = XT, 
XT + Xu = 0. 


X! X, 


x 
| 到 


je Re 
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所 以 
oy 引 忆 X: | 三 1,2,3) 是 nXn 人 
Xs 一 邓 3 X,,X， 是 对 称 的 

例 7.4.6 设 V 是 一 个 n 维 西 空间 ,(,) 是 其 上 定义 的 正定 Hermite 型 (也 称 为 西 
积 ), 则 GL(V) 中 所 有 令 (,) 不 变 的 元 素 全 体 组 成 它 的 一 个 闭 子 群 , 称 为 西 群 , 记 为 
U(n). 容易 看 出 ,U(n) 也 是 一 个 紧 群 . 

现在 讨论 与 之 相应 的 矩阵 群 . 众所周知 ,在 V 中 存在 标准 正 交 基 ( 或 称 为 西 基 )e,， 
es 我 们 也 将 & E GL(V) 与 它 在 此 基 下 的 矩阵 用 同一 记号 g 表示 , 则 容易 验证 ， 

gEUM Og .gg=g°8' =1,. 

换 旬 话说 ,g EU(n) 当 且 仅 当 5 是 一 个 本 矩阵 . 因此 ,所 有 nn 阶 西 和 矩阵 组 成 的 Lie 群 
与 U(n) 同 构 , 今 后 也 不 加 区 别 , 通 记 为 U(n). 

上 述 这 些 Lie 群 ,在 Lie 群 理论 中 占有 非常 重要 的 地 位 ,它们 是 Lie 群 的 典型 实例 ， 
应 用 十 分 广泛 ,一 般 统称 为 典型 群 . 

我 们 指出 ,Lie 代数 本 身 也 是 一 种 具有 独立 研究 价值 的 数理 模型 . 我 们 可 以 独立 于 
Lie 群 ,给 出 下 列 抽象 Lie 代数 的 定义 . 

定义 7.4.6 设 5 是 一 个 实 ( 复 ) 向 量 空 间 ,在 g 上 定义 一 种 新 的 运算 [,]:g X g 一 
8， 称 之 为 括 积 ,满足 (* ) 式 中 条 件 1) ,2) 和 3). 这 样 一 个 代数 体系 ,我 们 称 之 为 实 ( 复 ) 
数 域 上 的 (抽象 )Lie 代数 . 

进一步 推广 之 ,还 可 以 研究 一 般 域 上 的 Lie 代数 . 抽象 Lie 代数 的 研讨 是 近世 代数 
学 中 一 个 莲 勃 开展 的 领域 ,而 且 还 和 许多 其 他 领域 密切 相关 ， 
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在 上 一 节 中 ,我 们 通过 对 单 参数 子 群 的 探讨 ,运用 常 微分 方程 组 解 的 存在 唯一 性 定 
理 来 达成 了 Lie 群 结构 的 线性 化 ,从 而 对 于 每 一 个 Lie 群 G, 作 出 了 它 的 Lie 代 数 g, 它 是 
一 种 具有 (* ) 式 中 性 质 1),2) 和 3) 的 括 积 的 线性 空间 . 

设 h: Gi 一 G; 是 一 个 由 G, 到 G 的 可 微 同 态 映射 . glygs 分别 是 Gl 和 G, 的 Lie 代 
数 ,眼下 我 们 可 以 采用 它们 是 单 参数 子 群 的 身份 来 考虑 . 对 于 任 给 和 € gi,gx:R 一 GG 
是 C, 相应 的 单 参数 子 群 , 则 显然 

heg:R> GG 
是 Cs 中 的 一 个 单 参 数 子 群 ,所 以 唯一 存在 一 个 h(X) € gz, 使 得 
(hp) = pow (1). 
改 用 指数 映射 的 符号 来 写 就 是 :存在 一 个 由 诱导 出 来 的 Lie 代数 同 态 ( 即 保持 括 
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积 不 变 的 向 量 空间 的 同 态 六 :gi g;, 使 得 如 图 7.7 所 示 图 解 是 可 换 六 
的 . 其 中 hExp(CX) 二 Exp(t* 矿 (X)). 上 面 的 结果 说 明 万 也 就 是 六 的 
线性 化 ,总 之 线性 化 的 过 程 就 好 像 给 所 有 的 Lie 群 和 Lie 群 之 间 的 各 Exp | | 
种 可 微 同 态 所 组 成 的 范畴 (category) 照 了 一 张 集体 照 .一 个 Lie 群 C 。 。 几 ，。 
的 像 就 是 它 的 Lie 代数 &, 而 一 个 可 微 同 态 4: Ci -~ G: 的 像 就 是 它 所 
诱导 而 得 的 Lie 代数 同 态 下 :&i -~ &:, 则 Lie 代数 及 其 同 态 这 个 范畴 图 7.7 
在 本 质 上 远 比 Lie 群 及 其 同 态 那个 范畴 更 为 初等 . 

定义 7.5.1 设 G 是 Lie 群 , 它 的 一 个 子 流 形态 称 为 是 G 的 Lie 子 群 , 若 

1) 是 一 个 (抽象 ) 子 群 ， 

2) 五 本 身 是 一 个 拓扑 群 . 

设 妃 是 C 的 Lie 子 群 , 它 自然 是 一 个 Lie 群 . 设 ? 是 互 的 Lie 代 数 , 则 不 难 证 明 ?是 
& 的 Lie 子 代数 ( 亦 即 在 括 积 之 下 封闭 的 线性 子 空 间 ,[, ] 己 办 .在 上 一 节 我 们 研讨 的 
基本 问题 就 是 单 参数 子 群 的 存在 性 和 唯一 性 . 很 自然 地 ,我 们 现在 所 要 研讨 的 基本 问题 
就 是 下 面 所 述 的 Lie 子 群 的 存在 性 和 唯一 性 问题 : 

对 于 g 中 的 任 给 Lie 于 代数 7, 是 否 一 定 存在 一 个 连通 Lie 子 群 酉 ,以 7 为 其 Lie 代 
数 ?这 样 的 连通 Lie 子 群 是 否 唯一 ? 

上 述 问题 的 答案 又 是 肯定 的 ,这 就 是 Sophus Lie 在 Lie 群 论 中 首先 建立 起 来 的 基 
本 定理 . 

定理 7. 5. 1( 基 本 定理 )” 设 6G 是 一 个 Lie 群 ,对 于 G 的 Lie 代数 g 的 任何 一 个 Lie 
代数 7, 存 在 唯一 的 一 个 G 的 连通 Lie 子 群 如 ,使 得 如 图 7. 8 所 示 图 解 是 可 交换 的 

C 8 


1 
| | Exp 
五 


(= 


图 7.8 

证 明 ” 设 Xi,X:,…'X。 是 向 量子 空间 7 的 任 取 的 一 组 基底 ,我们 现在 采用 它们 是 
G 上 的 左 不 变 向 量 场 这 种 身份 , 则 它们 在 G 的 每 一 点 & 的 切 空间 中 张 成 一 个 子 空间 , 亦 
即 多 (g) = span{Xi(g),…,XX.(g)), 其 中 XX,(g) 表示 向 量 场 Xi 在 g 点 的 值 . 这 种 在 每 
点 的 切 空间 中 取 定 一 个 m 维 子 空间 叫做 G 上 的 一 个 维 分 布 ,本 质 上 它 可 以 说 是 向 量 
场 的 高 维 推广 . 因为 X,(1 三 i 三 m) 都 是 左 不 变 的 , 即 dl,(Xi(g)) 一 Xilag), 所 以 由 它 
们 所 张 成 的 分 布 多 也 是 左 不 变 的 , 即 dl.( 急 (g)) == 外 (ag). 再 有 ,因为 7 二 span{Xi， 
和 2:，…Xn) 是 个 Lie 子 代数 , 所 以 [X;, Xj](1 过 i,j 过 m) 总 是 可 以 用 XX,,…,X。 的 适 
当 线 性 组 合 加 以 表达 . 这 就 说 明了 上 述 分 布 多 满足 Frobenius 定理 中 的 可 积 条 件 . 所 以 
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存在 着 一 个 唯一 的 相应 于 多 的 极 大 积分 子 流 形 , 通 过 单位 元 素 e, 以 表 之 . 

现在 证 明 妃 是 一 个 连通 子 群 . 设 h 是 厂 中 的 任意 元 素 . 因为 包 是 左 不 变 的 ,所 以 
4 "及 二 hh ' "及 当然 也 是 急 的 一 个 极 大 积分 子 流 形 .由 定义 ,e € h-'.H, 即 h-!。 
鼠 也 是 过 e 点 的 . 由 极 大 积分 子 流 形 的 唯一 性 即 得 h-! .HH = 五 .但 是 /是 任意 的 ,所 以 
H .HH=Uh"'，H = 有. 这 也 就 证 明了 HH 是 一 个 连通 子 群 . 

推论 7.5.2 设 G, 是 一 个 单 连通 Lie 群 ,G, 是 一 个 连通 Lie 群 .&i ,gs 分别 是 G, 和 
G4 的 Lie 代 数 , 则 对 于 任 给 的 Lie 代 数 同 态 有 :g, 一 g;, 存 在 一 个 唯一 的 Lie 群 同 态 h : G， 
一 Cz, 使 得 如 图 7.9 所 示 图 解 可 换 . 


及 
Wi 


snl | Exp 


0 G6, 


图 7.9 
证 明 ”要 把 上 述 关 于 同 态 的 问题 归于 已 解答 的 子 群 的 情形 ,常用 的 手法 是 把 * 映 
射 "转换 为 它 的 图 像 (graph) ,其 具体 做 法 如 下 : 令 
TR) = (和 CD E 1} CE X ga, 
则 PC 是 gx gs 的 Lie 子 代数 .而 g X g: 显然 就 是 Gl X G, 的 Lie 代数 ,所 以 由 基 
本 定理 可 知 ,在 G, X G; 中 存在 一 个 唯一 的 连通 Lie 子 群 玉 ,使 得 如 图 7. 10 所 示 图 解 可 
换 . 


图 7.10 
在 上 述 图 解 中 ,所 有 垂直 向 下 的 映射 都 是 Exp. 再 者 ,因为 (有) -~ &i 是 一 个 Lie 代 
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数 的 同 构 , 所 以 相应 的 映射 K 一 G, 是 一 个 覆盖 同 态 .但 G, 是 单 连通 的 ,因此 这 个 由 天 
到 Gl 上 的 同 态 必须 是 同 构 , 它 的 逆 映 射 自然 是 由 G, 到 天 上 的 同 构 . 把 它 与 天 到 G, 的 
同 态 映射 组 合 , 便 得 出 所 求 之 由 G, 到 C, 的 同 态 , 它 与 万 可 换 是 显然 的 . 

利用 基本 定理 ,我 们 还 可 以 证 明 下 列 重 要 定理 . 

定理 7.5.3 设 G 是 Lie 群 ,H 是 G 的 一 个 (抽象 ) 子 群 .假设 态 是 G 的 一 个 闭 子 
集 , 则 在 态 上 存在 唯一 的 可 微 结构 ,使 得 H 是 G 的 一 个 拓扑 Lie 子 群 . 

证 明 设 g 是 G 的 Lie 代数. 令 7= {XE g;ExptX E 及 ,对 所 有 + € R}. 

由 于 7 是 g 的 Lie 子 代数 (这 里 要 用 到 闭 性 ), 由 基本 定理 ,G 中 有 一 个 连通 子 群 
HH , 它 的 Lie 代 数 是 7. 显然 H" CH. 进一步 可 以 证 明 , 若 妃 取 G 的 相对 拓扑 , 且 记 万 
的 单位 元 连通 分 支 为 H,, 则 作为 拓扑 群 ,有 H”== HH,. 得 证 . 

1) 对 任 给 连通 Lie 群 G, 都 存在 唯一 的 一 个 单 连通 覆盖 群生 -~ G. 上 述 覆 盖 同 态 的 
核 是 忆 中 的 一 个 离散 正规 子 群 , 它 必 定 包含 在 区 的 中 心 之 中 . 

2)Ado 定理 证 明了 任何 抽象 Lie 代数 都 可 以 与 某 个 g1(n,C) 的 一 个 适当 的 Lie 子 
代数 同 构 . 由 此 可 见 抽象 Lie 代数 都 可 以 实现 为 一 个 Lie 群 的 Lie 代数 . 

推论 7.5.4 ”所 有 有 限 维 Lie 代数 及 其 同 态 和 所 有 单 连通 Lie 群 及 其 同 态 之 间 的 
一 一 在 上 的 对 应 . 

最 后 我 们 举 两 个 有 关 覆 盖 同 态 的 例子 . 

例 7.5.1 (R', 十 ) 和 (5S',，) 都 是 一 维 可 换 连 通 Lie 群 . 它们 的 Lie 代数 显然 是 同 
构 的 . 存在 很 多 由 R' 到 5' 的 覆盖 同 态 , 如 tr 一 > ew ,n E Z. 但 是 5' 到 Ri 的 唯一 同 态 是 
把 所 有 元 素 都 映射 到 零 者 . 上 述 现象 的 基本 原因 是 :R' 是 单 连通 的 ,但 5' 则 不 是 单 连通 
的 . 

例 7.5.2 我 们 已 知 5 的 伴随 表示 就 是 S53 一 SO(C(3) 鱼 S3/{ 土 1}, 即 把 gE€ 53 映 
射 到 由 XX 一 >g X gq '(X E€ Q 旦 RR') 在 与 实 轴 垂 直 的 RY 上 所 诱导 的 正 交 变 换 , 这 也 就 是 
说 S 一 SO(3) 是 5O(3) 的 覆盖 群 . 所 以 它们 的 Lie 代数 是 同 构 的 . 但 是 不 存在 SO(3) 
到 S 的 非 平 凡 同 态 . 其 基本 原因 也 在 于 5; 是 单 连通 的 ,而 mr (SO(3)) 安 Z,. 


问题 7.5 


1. 设 有 HEG 是 G6 的 一 个 Lie 子 群 ,g,7 分 别 是 G 和 五 的 Lie 代 数 ,求证 :7 是 g 的 
Lie 子 代数 . 

2. 利用 指数 映射 证 明 每 一 个 Lie 群 G 都 有 一 个 单位 元 e 点 的 邻 域 , 它 不 包含 任何 不 
等 于 {e) 的 子 群 . 

3. 证 明 由 SO(3) 到 5 的 同 态 是 平凡 的 . 

4. 设 G 是 GL(4,R) 中 下 列 元 素 组 成 的 Lie 子 群 : 
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cosy siny 0 
一 siny cos7 0 ve 
0 人 二 过 
0 EE 
求 它 的 Lie 代数 7 CC g1(4,R). 
5. 在 矩阵 群 中 ,还 有 几 种 十 分 重要 的 群 ， 
SU(n) = U(n) 门 SLCnC)， 
SO(n) = O(n) (| SL(n,R), 
Spln) = Spln,C) N UC2n). 
验证 它们 都 是 紧 致 连通 Lie 群 ,并 求 出 它们 的 Lie 代数 . 


8$7.6 伴随 变换 与 伴随 表示 


一 个 可 交换 的 群 , 它 的 结构 是 相当 简单 的 . 例如 ,所 有 有 限 生 成 的 可 交换 群 具有 十 
分 简单 的 结构 定理 . 任何 连通 可 换 Lie 群 都 是 向 量 加 群 除 以 一 个 部 分 格 点 子 群 的 商 群 . 
因此 , 群 论 的 重点 在 于 群 的 “不 可 交换 性 ”的 研讨 . 什么 是 一 个 群 G 的 不 可 交换 性 呢 ?一 
个 直截了当 的 提 法 就 是 :一 个 群 G 的 不 可 交换 性 就 是 下 述 伴随 变换 : 
定义 7.6.1 G 是 一 个 群 ,将 群 C 表示 成 作用 在 其 本 身上 的 共 辐 (内 ) 自 同 构 群 的 
这 个 变换 称 为 伴随 变换 
Ad:G X GG,(g, 7)— grg™. 
如 果 上 述 变换 群 是 平凡 变换 群 的 情形 就 说 明 G 是 交换 群 . 如 果 G 是 一 个 Lie 群 , 则 
其 伴随 变换 就 是 一 个 可 微 变 换 群 , 它 的 几何 结构 可 以 说 是 整个 Lie 群 论 的 枢纽 . 
伴随 变换 Ad:G X G 一 G 把 每 一 个 g € G 表示 成 一 个 G 本 身 的 (内 ) 自 同 构 
aiC 一 Cor(z) 一 SISE 
相应 地 就 有 它 在 Lie 代数 g 上 所 诱导 而 得 的 自 同 构 
Ad(g):g—g, 
即 图 7. 11 是 可 换 的 . 
Bg(ExptX)g :Exp(t4d(s)X),XECER. 
让 上 述 8 在 C 中 变动 ,就 得 到 一 个 同 态 
Ad:G—GL(g), 
叫做 G 的 伴随 表示 . 再 者 ,上 述 同 态 又 进而 诱导 出 下 述 的 Lie 代数 同 态 : 
ad:g— gl(g), 


-wa 
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A ad 
案 和 8 8 —™ gl(g) 
| | Exp |™ | Exp 
Ce Py 6- 刀 -crg) 
图 7.11 图 7.12 
使 得 图 7. 12 可 交换 . 


亦 即 
Ad(ExpsY) = Exp(s *adY),Y € g,s ER. 
在 本 质 上 ,上 面 所 做 的 就 是 对 于 伴随 变换 映射 Ad(g,z) = gzg-: 这 个 “二 变数 " 映 
射 进行 逐步 线性 化 . 换 句 话说 , 先 把 zx 代 以 ExptX, 就 可 以 把 = 这 个 “变数 ”线性 化 而 得 
g(ExptX)g ' = Exp(tAd(g)X). 
第 二 步 再 把 g 代 以 Exp(sY) ,这 样 就 可 以 把 g 这 个 “变数 ”也 线性 化 了 , 即 得 
Exp(sY) + Exp(t:X) » Exp(— sY) = Exp(t * Ad(ExpsY)X) 
二 Exp(tExp(s * adY)X) = Exp(tX 十 ts(ad(Y)X) 十 高 阶 项 ). 
可 以 得 出 
Exp(sY)Exp(X)Exp(— sY)Exp(— tX) = Exp(tsad(Y)X). 
但 是 在 前 面 已 知 
Exp(sY)Exp(tX)Exp(— sY)Exp(— 1X) = Exp(ts[Y,X]), 
这 就 证 明了 下 述 定理 : 
定理 7.6.1 ad(Y) .X= [Y;X]. 
先 以 GL(V) 为 例 来 看 看 它 的 伴随 表示 是 什么 ?由 于 GL(V) 的 Lie 代数 就 是 gL(V) 
主 L(V ,中 ), 而 其 指数 映射 可 以 用 短 级 数 直接 写 出 , 即 : 


ExpX 一 了 十 十 下 关 十 … 十 直 X* 十 …， XE L(V WV). 
由 此 式 不 难看 出 ,对 于 任 给 4E L(V,V),X E gL(V) = L(V,V), 恒 有 
4 ExptX4- = ACI 十 1X 十 全 X 十 一 十 关 X' 十 A 


二 I 十 tCAXA-!) 十 后 (AXA-)? ey 站 (AXA7) 十 点; 
= Expt(AXA-). 
由 此 得 :Ad(A)X 一 AXA™. 
由 于 GL(V) 名 GL(n,C)( 或 GL(n,R)),gL(V) 名 Mln,C)( 或 MM(n,R)), 所 以 我 们 
可 以 把 上 述 结果 改写 为 GL(n;C) 和 GL(n,R) 的 伴随 表示 的 应 有 形式 . 
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设 玉 是 G 的 一 个 连通 Lie 子 群 ,7 是 它 的 Lie 代 数 , 则 Adsc : GGL(g) 和 Adn:H 
阅 GL(7) 之 间 有 如 下 关系 :以 符号 4dc|w 表示 线性 表示 


BEG GL 
则 7 是 在 4dclz 的 作用 下 不 变 的 子 空间 ,把 妃 的 作用 限制 在 7 上 即 得 Ad,. 
根据 定理 7.6.1, 对 VY Z E gw,adZ E gl(g). 由 Jacobi 恒等式 知 ,adZ 有 下 列 性 质 ， 
adZ .[X,Z] 一 [Z,[X,7]] = [[Z,X],Z] 寸 [X,[EZ,Z]]= [adZ .X,Y]+ 
[X,adZ .7Y]. 
定义 7.6.2 Lie 代数 g 的 一 个 线性 变换 D 叫做 & 的 导 子 , 若 
DLX,Y] = [DX, Y]+ [CX,DY], VY X,Y EV. 
我 们 用 a(g) 表示 & 的 所 有 导 子 组 成 的 集合 .adZ(Z € g) 自然 是 g 的 一 个 导 子 ,这 
样 的 导 子 叫做 内 导 子 .ad(g) C a(g). 
令 Aut(g) 表示 & 的 自 同 构 群 , 则 有 
定理 7.6.2 DE ag) 当 且 仅 当 ExptD € Aut(g). 
证 明 ”只 要 证 明 
[DX, Y] = [DX, Y] + [X,DY] 
SExptD) [X,Y] = [ExptD . X,ExptD . Y] 
即 可 . 由 Exp 的 定义 ,对 D[X,Y] = [DX,Y] 十 [X,DY] 两 边 对 :在 t= 0 处 求 导 ,就 
得 出 上 式 . 另 一 方面 ,对 任何 自然 数 , 可 验证 
DEX, 站 = 忆 ;二 [DX,D7Y], 之 0,j 之 0, 其 中 D' 表 恒 等 映 射 


Fs 


下 面 我 们 假设 所 讨论 的 Lie 群 都 是 紧 致 连通 的 而 不 再 另外 声明 . 有 了 紧 致 性 ,就 可 
以 在 Lie 群 G 的 单位 元 e 点 的 切 空间 g 上 取 定 一 个 在 Ad(G) 的 作用 下 不 变 的 内 积 
到, >, 即 

<Ad(g)X, Ad(g)Y >=< X,Y >, X,YE ggEG. 

对 于 这 样 取 定 的 内 积 ,我 们 再 任 取 & 的 一 组 标准 正 交 基 {X,;1 过 i 之}, 即 二 X,， 
局 二 一 .然后 ,我 们 再 用 左 平移 把 {X,;1 三 i 过) 分 别 扩张 成 C 上 左 不 变 向 量 场 ,而 
且 依然 用 符号 X, 记 之 . 这 样 就 可 以 唯一 地 在 G 上 的 每 点 的 切 空间 上 都 取 定 内 积 ,使 得 
{Xi(z);1 人 i 人 nn} 恰 为 在 xz 点 的 切 空间 的 标准 正 交 基 . 这 也 就 在 流 形 G 上 建立 了 一 个 
黎 曼 空间 的 结构 . 由 正 交 向量 场 组 {X,;1 三 i 过 nn) 的 左 不 变性 容易 看 出 :所 有 左 平移 都 
是 这 个 黎 曼 空间 的 正 交 变换 . 再 者 ,由 于 在 & 上 的 内 积 是 Ad(G) 不 变 的 ,不 难 验证 所 有 
右 平移 也 是 它 的 正 交 变换 . 令 g(a) 为 G 在 a 点 的 切 空间 ,g(e) 一 g. dl,,dr, 分 别 是 左 ， 
右 平移 sr。 在 切 空间 之 间 所 诱导 的 线性 映射 ; 则 有 如 图 7. 13 所 示 可 换 图 解 . 

其 中 aa 'za = xa. 因为 dls; 和 Ad(a™') 都 是 正 交 的 ,所 以 dr 也 是 正 交 的 . 因此 ， 
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dr. 


g = g(a) 
Pee pe 

8 

图 7.13 

从 本 节 开 始 ,我 们 总 是 假定 一 个 紧 致 连通 Lie 群 G 具 有 一 个 在 左右 平移 下 都 正 交 的 黎 
曼 结构 而 不 再 另 加 声明 . 当然 ,伴随 变换 Ad:G Xx G 一 G 对 于 上 述 黎 曼 结构 而 言 也 是 一 
个 正 交 变换 群 , 本 章 的 主要 课题 就 是 要 研讨 这 个 正 交 变 换 群 的 轨道 结构 的 几何 ,简称 为 
轨 几 何 .一 个 群 G 的 伴随 变换 的 轨道 就 是 它 的 共 二 类 ,所 以 伴随 变换 的 轨 几 何 也 就 是 共 
示 类 的 几何 . 

前 面 我 们 已 经 分 析 了 SS 这 个 紧 致 Lie 群 的 共 罗 类 几何 ,其 结果 为 ;S 中 的 任何 共 生 
类 都 和 5' 垂直 相交 ,而 且 和 半圆 {e";0 扩 0 大 rx} 只 交 于 一 点 ;再 者 ,含有 e" 的 共 思 类 的 
面积 是 c， sin*9, 其 中 c 是 一 个 常数 .上 述 关 于 共 固 类 几何 的 结果 在 5 的 所 有 复 不 可 约 
线性 表示 的 分 类 中 起 了 决定 性 的 作用 . 

现在 让 我 们 再 以 U(n) 为 例 , 来 看 一 看 它 的 共 罗 类 几何 . 在 线性 代数 中 有 一 个 熟知 
的 事实 :任何 西 矩 阵 4 在 U(n) 中 可 以 对 角 化 , 换 句 话说 ,存在 适当 的 & EU (n) ,使 得 
8#Ag 一 为 一 个 对 角 酉 矩阵 . 令 


en 


T= i002 x .x5 


为 所 有 nn 阶 对 角 西 阵 所 组 成 的 子 群 , 它 同 构 于 nn 个 S' 的 直 积 , 称 之 为 秩 n 的 环 群 , 则 上 述 
事实 的 另 一 说 法 是 7" 和 U(n) 中 的 任何 共 思 类 都 相交 . 再 者 , 设 7" 是 U(n) 中 的 一 个 任 
给 的 子 环 群 .我 们 可 以 把 T' CU(n) 想 成 一 个 T' 的 作用 在 C" 上 的 本 表示 ,el,…，e 是 
C" 相 应 的 西 基 . 因为 7' 是 可 换 的 ,而 任何 可 换 群 的 不 可 约 复 表示 都 必须 是 一 维 的 ,所 以 
必 存 在 一 个 C" 的 正 交 分 解 : 
C=V,OV,O "OV,, 

其 中 V, 都 是 复 一 维 的 7'- 不 变 子 空间 . 在 每 个 Vi; 中 各 取 一 个 单位 长 向 量 a;. 令 4e 一 
(i 二 11n), 则 4 是 一 个 西 变换 , 且 不 难看 出 47T'4A C7", 亦 即 U(n) 中 的 任意 子 
环 群 都 共 力 于 7" 中 的 一 个 子 群 ,所 以 7" 当然 是 U(n) 中 的 一 个 极 大 子 环 群 ,而 且 U(n) 
中 的 任意 极 大 子 环 群 都 和 7" 共 思 . 

基于 上 述 分 析 , 很 自然 就 要 问 一 问 : 上 面 这 个 关于 U(n) 的 共 思 类 几何 和 子 环 群 的 
基本 结果 是 否 可 以 推广 到 所 有 的 紧 致 连通 Lie 群 呢 ?E. Cartan 在 Lie 群 论 方面 的 重要 贡 
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献 之 一 就 是 下 述 极 大 子 环 群 定理 : 

定理 7.6.3 设 G 为 一 个 紧 致 连通 Lie 群 ,7 为 其 中 任 一 极 大 子 环 群 , 则 了 和 G 的 
任何 共 固 类 都 一 定 相交 ;G 中 的 任何 极 大 子 环 群 都 和 了 共 思 . 

证 明 ”我 们 把 证 明 分 成 几 步 来 做 : 

1) 设 了 是 G 的 一 个 极 大 子 环 群 . 我 们 将 G 的 伴随 变换 Ad 和 伴随 表示 Ad : G X 8 
一 有 分 别 限 制 到 7 上 , 即 得 

Adl,:TXG—>G 和 Adli:Txg—g. 
则 显然 有 :了 在 Ad|, 的 作用 下 每 点 都 固定 不 动 ,而 且 对 于 T 上 的 任意 一 点 ,A4d|, 在 t 点 
的 (G 的 ) 切 空间 g(t) 上 所 诱导 的 线性 表示 都 和 Ad|r : TX g 一 g 等 价 . 

因为 任何 可 换 群 的 不 可 约 复 表示 都 必须 是 一 维 的 ,不 难 由 此 推论 而 得 :任何 环 群 的 
非 平凡 实 不 可 约 表示 都 是 二 维 的 . 所 以 Ad| 可 以 分 解 如 下 , 即 hd =% 维 平凡 表示 四 
Dn. 

相应 地 ,g 就 分 解 成 不 变 子 空间 的 直 和 g = R* 四 5) RCp), 其 中 RCg) 是 非 平凡 
表示 9:T 一 SO(2) 的 表示 空间 . 由 了 的 可 换 性 容易 看 出 上 述 R' 包含 了 的 Lie 代数 元 
再 由 了 的 极 大 性 就 可 断言 R' 各 7. 要 不 然 ,就 可 以 找到 一 个 包含 7 而 且 比 7 更 高 维 的 可 
换 Lie 子 代数 ,再 用 基本 定理 即 得 G 中 一 个 包含 而 且 比 了 高 维 的 可 换 连通 子 群 , 它 的 
闭 包 7" ,当然 是 一 个 包含 了 而 且 比 工 高 维 的 子 环 群 ,这 就 和 人 的 极 大 性 相 矛 盾 ,所 以 及 
一 刀 今 后 称 ? 为 8 的 Cartan 子 代 数 . 

2) 因为 8:T ~ SO(2) 都 是 非 平凡 的 ,所 以 ker(g) 都 是 人 的 低 一 维 子 群 . 因此 
Uker(%) 闫 了 T, 且 不 含 人 中 的 任何 非 空 开 集 . 任 取 4 E TN Uker(9) 关 T, 令 Gu 是 国 在 
G 中 的 中 心 化 子 , 即 Gu = {g € Gigtog-: 一 如 ), 它 自然 是 G 的 一 个 子 群 .用 GY 表示 由 
G6 的 单位 元 连通 分 支 所 组 成 的 连通 子 群 ,g。 是 GY 的 Lie 代数 (注意 ,这 里 的 & 不 表示 
G 在 点 的 切 空间 ,也 就 是 说 &, 关 g(4o)). 由 中 心 化 子 的 定义 ,显然 有 GY 忆 工 ,我 们 要 
证 明 C = T. 设 XE g 是 其 中 任 给 元 素 , 则 Exp(sX) E G? , 亦 即 

Exps(4d(to)z) = to (ExptsX)t7! = ExpsX,s € R, 
因此 ,Ad(z,)X 二 XX. 由 于 t。E TN\U ker(8), 这 只 有 在 XE 3( 空 尺 ) 时 才 可 能 ,所 以 &, 
=7,G6 =T. 

3) 令 Glio) 表示 过 如 点 的 Ad(G)- 轨道 ,也 就 是 包含 i, 的 共 亏 类 . 显然 ,G1,) 喧 
G/G,, (作为 流 形 ). 所 以 

dimG(#,) = dim GO\G, = dimG 一 dim7, 亦 即 dimGdu) + dimT = dimG. 
再 有 ,在 Ad|+ 的 作用 之 下 ,to € 了 是 一 个 不 动 点 ,GCto) 和 了 了 则 分 别 是 不 变 子 流 形 , 它 们 
相交 于 如 点 .因此 ,Ad|z 在 定点 4 处 关于 G 的 切 空间 g(t,) 上 所 诱导 的 线性 表示 当然 也 
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就 有 两 个 不 变 线性 子 空间 , 那 就 是 了 在 6 点 的 切 空 间 和 G(to) 在 加 点 的 切 空间 . 再 者 ,在 
1) 中 我 们 也 已 指出 :可 以 用 dl,, 把 表示 (T,g) 与 二 了 ,g(to) > 两 者 等 同 起 来 ,所 以 有 
g(t0) = R': © 2 Rn). 

在 上 述 分 解 式 中 ,显然 Re = 7 就 是 那个 了 在 t。 点 的 切 空间 ,而 》) R'() 就 是 那个 
Gdt) 在 加 点 的 切 空间 (因为 了 对 于 CCt) 在 点 的 切 空间 的 作用 不 可 能 含有 任何 非 零 
的 不 动向 量 . 不 然 的 话 , 就 容易 推出 7 并 非 是 极 大 子 环 群 ). 所 以 G(to) 和 证 在 点 正 交 ! 

4) 现在 我 们 就 容易 运用 前 述 的 C 上 的 黎 曼 结构 来 完成 本 定理 的 证 明 . 

先 介绍 两 个 有 关 黎 曼 几 何 的 结论 : 

() 在 任何 黎 曼 流 形 中 , 正 交 变换 群 的 不 动 点 子 集 总 是 一 个 全 测 地 子 流 形 . 

(ii) 紧 致 连通 黎 最 空间 M 的 任何 两 点 都 存在 连结 这 两 点 的 极 短 测 地 线 . 

令 F(T,G) 是 Adlr 在 G 上 作用 的 不 动 点 子 集 , 则 不 难看 出 ,T 是 R(T,G) 的 一 个 
连通 分 支 (其 实 T = F(T,G)), 但 是 这 一 点 的 证 明 要 用 到 本 定理 ,了 是 G 的 一 个 全 测 地 
子 流 形 . 

设 G(y) 是 G 中 的 一 个 任 给 的 共 堪 类 . 因为 G(io) 和 G(y) 是 G 中 的 两 个 紧 致 子 流 
形 ,所 以 存在 一 条 连结 于 两 者 之 间 的 极 短 测 地 线 . 它 显然 与 G(to) 和 G(y) 都 是 正 交 的 
(利用 极 短 性 即 可 证 明 ). 设 这 样 一 条 测 地 线段 7 的 端点 分 别 是 z, € Glt,) 和 E 
G(y) , 设 zi = gtog-. 我 们 可 以 把 这 些 测 地 线段 7 用 共 罗 Ad(g-!) 这 个 正 交 变换 加 以 
搬 动 , 即 得 7 = Ad(g-')7( 图 7.14). 它 是 一 条 过 如 点 ,垂直 于 G(to) 的 测 地 线段 ,而且 以 
一 kgEG(Cy) 为 其 另 一 端点 .再 者 ,因为 > 和 了 T 相 切 (这 是 由 于 7 上 Gdto) 且 人 上 
G(to)) ,而 T 又 是 个 全 测 地 子 流 形 , 所 以 了 >C 伺 了 ,这 就 证 明了 了 与 G(y) 至 少 交 于 一 点 ， 
例如 y%， 但 是 G(y) 是 任意 一 个 共 辆 类 ,这 也 就 证 明了 了 T 和 G 中 的 任何 共 配 类 都 相交 . 

5) 设 T, 是 G 中 任 给 的 另 一 极 大 子 环 群 .我 们 可 以 在 T, 中 取 一 个 元 素 所 ,使 得 它 所 
生成 的 子 群 二 4 二 在 Ti 中 到 处 稠密 , 亦 即 三 志 = Ti 由 4) 可知, 存在 g € G, 使 得 
gtig"! € T, 因 此 gTig !'=g ZnSe'=<ee >CT. 

由 Ti 和 7T 的 极 大 性 可 知 5Tig 一 一 了 


Gdn GO) 
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推论 7. 6.4 ”一 个 紧 致 连通 Lie 群 G 的 所 有 极 大 子 环 群 的 维 数 相同 . 

因此 ,我 们 可 以 定义 G 的 秩 为 它 的 极 大 子 环 群 的 秩 ， 也 就 是 它 的 维 数 , 记 为 
rankG(= dimT). 

推论 7.6.5 G 的 一 个 子 环 群 了 是 极 大 子 环 群 的 充 要 条 件 是 它 和 C 中 的 任何 共 思 
类 都 相交 . 

定理 7.6.6 设 p,y 是 G 任 给 的 两 个 线性 表示 ,T 是 G 的 任 一 极 大 子 环 群 . 令 
ylr: TG— GL(W), 而 9lr: TG—GL(V), 则 vy 19lr yz. 

证 明 显然 有 |r = Xoro%olr = Xr. 又 X 和 为 都 是 在 G 的 任 一 共 纯 类 上 取 等 
值 的 函数 ,而 了 又 和 G 中 任何 的 共 纯 类 都 相交 ,所 以 x, = , 已 入 一 Xolr. 

定理 7.6.7 设 $ 是 G 的 一 个 任 给 的 子 环 群 ,Z(CS) 为 S 的 中 心 化 子 , 即 Z(S) = 
{EGigsg 一 5 对 所 有 5E S}, 则 有 2Z(CS) =U (77" 之 S$) ,其 中 求 并 时 7" 取 遍 
G 的 一 切 包含 $ 的 极 大 子 环 群 . 由 此 可 知 Z(S) 是 连通 的 . 特别 地 ,一 个 极 大 子 环 群 们 的 
中 心 化 子 就 是 其 本 身 . 

证 明 设 z 是 Z(S) 中 的 任意 一 个 元 素 , 二 xz,S 二 表示 由 z 和 SS 生成 的 子 群 ， 
三 z,5 克 是 它 的 闭 包 . 则 三 ;5 三 显然 是 G 中 的 一 个 可 换 闭 子 群 . 它 自然 应 该 是 
二 go 二 XS' 这 种 形式 的 群 ,其 中 5' 之 3 是 一 个 子 环 群 ,而 ge 是 一 个 有 限 阶 的 元 素 , 即 
89 二 ebm 是 某 个 正 整数 ). 先 取 zu E S' ,使 得 8' = 三友 三 ,再 取 a E S ,使 得 ao = zo. 
令 y 二 go*a, 则 有 

VFR =er nn I TiS = 8. 

这 说 明 a € 去 ?之 ,从 而 go = ya-: 也 属于 志 y 三 , 即 二 y 三 一 一 中 全 aa 一 
三 z,3 全. 因为 存在 gi 使 得 giygr' EE 人, 亦 即 yE grTe ,所 以 工 属于 极 大 子 环 群 
87'Tgr. 但 是 + 是 ZCS) 中 的 一 个 任意 元 素 ,所 以 ZCS) CU {7') ,其 中 取 遍 GG 的 所 
有 包含 5' 的 极 大 子 环 群 . 再 者 ,任何 包含 5 的 极 大 子 环 群 7" 自然 应 包含 在 Z(S) 中 ,于 
是 推论 得 证 . 

推论 的 一 个 特殊 情况 就 是 Z(T) = 了 ,其 中 了 是 极 大 子 环 群 . 换 句 话说 下 (T,G) 二 
Ty 

定义 7.6.3 令 N(T,G)= {gE€GigTg-! = 了 ), 称 之 为 工 在 G 中 的 正规 化 子 . 
令 W(G) 二 NC(T,G)/T, 称 之 为 G 的 Weyl 群 . 它 是 个 作用 在 T= 二 FT,G) 上 的 变换 群 . 

W(G) 也 可 视 为 了 的 Lie 代数 7 上 的 变换 群 . 事实 上 ,对 于 g E N(T,G), 总 有 
sTg '=T,B Ad(OT =T, 所 以 Ad(g)7 CC 7, 且 如 图 7. 15 所 示 图 解 可 交换 . 

由 此 不 难看 出 ， 

N(T,G) = {g € G;Ad(g)7 CCD,T = F(T,G) = {g E€ G;Ad(g)|, = id). 
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Ad(g) 


em 人 em 


Ad 
8) 四 


图 7.15 

换 句 话说 ,NC(T,G) 也 是 7( 在 G 中 ) 的 正规 化 子 , 而 工 则 是 3( 在 C 中 ) 的 中 心 化 子 ， 
所 以 W(G) 也 是 了 上 的 变换 群 . 

我 们 以 符号 G/Ad,g/Ad 分别 表示 伴随 变换 群 和 伴随 表示 的 轨道 空间 . 以 G/Ad 为 
例 ,G/Ad 中 的 每 个 点 都 是 由 G 中 的 一 个 共 轿 类 所 组 成 , 即 

x:G— G/Ad 

把 每 个 轨道 映射 到 一 点 ,并 取 商 拓扑 . 

再 有 ,我 们 以 T/W 和 7/W 分 别 表示 了 和 7 在 W(G) 作用 下 的 轨道 空间 , 则 不 难看 
出 有 如 图 7. 16 所 示 可 换 图 解 . 


c 
i ， ts 才 
| 
T 一 G/Ad nN/W 一 -84dd 


图 7.16 
定理 7.6.8 ”在 上 述 图 解 中 ,映射 T/W 一 G/Ad 和 7/W 一 g/Ad 都 是 一 一 在 上 的 
映射 . 
证 明 ”因为 W/W 一 8/44 就 起 T/W 一 G/Ad 的 线性 化 和 局 部 化 ,所 以 我 们 只 需 
证 明 T/W 一 G/Ad 是 一 一 在 上 的 映射 . 
首先 ,TT 和 G 中 任何 共 思 类 都 相交 ,这 表明 T/W 一 G/Ad 是 一 个 满 映 . 下 面 , 我 们 要 
证 明 它 也 是 一 一 对 应 . 这 也 就 是 要 证 明 下 述 事实 :对 于 任 给 元 素 中 < T,G(4) 由 T= 
W(t), 这 里 W(to) 表示 如 在 办 (Go) 作用 之 下 的 轨道 .显然 有 
Gdto) NT= G0) NFT,G) = F(T,G(0)). 
又 因为 Glto) 纪 G/G,G。 忆 了 ,而 且 显然 有 
zxG% E FTG/G) SzGr "IT OG, DTz 
所 以 我 们 只 要 证 明 , 对 于 任 给 的 zxG。E F(T,G/G,,) ,一 定 有 一 个 元 素 nE N(T,G) ,使 
得 zG = nzGu 即 可 .由 于 了 和 xz-'Tz 都 是 G 的 极 大 子 环 群 ,所 以 存在 5 € G3 ,使 得 
5T&- 一 zTITz, 亦 即 (zg)-T(Czg) 一 T,zgE N(T,G), 这 就 证 明了 
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Cu = (zg)G,, zg € NGT,G). 


$7.7 Lie 群 的 Carran 分 解 


前 面 所 证 明 的 极 大 子 环 群 定理 是 关于 伴随 变换 的 轨 几 何 的 基本 定理 ,也 是 整个 紧 
致 Lie 群 论 的 枢纽 . 本 节 将 把 这 个 定理 和 第 一 章 的 结果 相 结合 ,为 系统 地 研讨 紧 致 Lie 
群 的 结构 论 和 表示 论 做 好 准备 工作 . 

定义 7.7.1( 权 系 ) ” 设 9:G 一 GL(V) 是 一 个 给 定 的 复 表示 . 已 知 plr:TCG 一 
GL(V) 是 少 的 一 个 完全 不 变量 , 但 是 %|7 又 可 以 唯一 地 分 解 为 一 维 复 不 可 约 表 示 的 和 ， 
即 

ylr 一 多田 … 四 9 dim 看 一 1G 一 1 ,0). 

上 述 邹 都 是 一 个 由 T 到 吉 (1) = S' 的 同 态 ,而 它 的 线性 化 dg 则 是 一 个 由 工 的 Lie 
代数 7 到 UG) 的 Lie 代数 R' 的 Lie 代数 同 态 .但 是 7 和 R! 都 是 可 换 的 , 亦 即 其 上 括 积 
恒 为 零 ,所 以 dg 其 实 就 是 向 量 空间 7 到 R' 的 同 态 , 即 7 上 的 线性 函数 ,或 者 说 ,dp E 
7" (7 的 对 偶 空间 7). 总 结 上 面 的 分 析 , 我 们 可 以 用 如 图 7.17 所 示 图 解 表达 之 . 


‘ 


, dp, 
RE 一” Ra 1 


Exp | | Exp 1 


uk 1 er 
T ”UD=53e 


图 7.17 
其 中 = rank(T) = rank(G), 亦 即 (ExpH) = exp{2ridg(H)}. 

上 面 这 种 在 7 名 R 中 的 格 点 集 2 上 取 整 数值 的 线性 函数 dg 叫做 整 线性 函数 . 请 
注意 ,在 上 式 的 分 解 中 ,当然 可 能 会 有 相互 等 价 的 , 即 存在 不 等 的 ?和 j, 使 得 一 名 ,这 
种 情形 下 也 就 有 dp 一 dp. 

习惯 上 ,我 们 可 以 把 相同 的 dg 合并 起 来 ,标记 以 它们 的 重 数 . 这 样 ,y| 的 分 解 就 
唯一 地 给 出 7" 中 一 个 带 有 重 数 的 子 集 , 我 们 将 以 符号 2(y) 表示 之 ,叫做 复 表示 8 的 权 
系 , 它 是 9 的 一 组 完全 不 变量 . 且 若 "是 一 个 实 表示 ,我们 定义 2(9) = 0(p@C), 即 以 
其 复 化 后 的 权 系 为 其 权 系 : 


(p@ CG GLV) CGLV®O), 
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或 者 说 
G— GL(n,R) C GL(n,C)). 
定义 7.7.2( 根 系 ) 设 C 是 一 个 紧 致 连通 Lie 群 ,7 是 G 的 一 个 选 定 的 极 大 子 环 
群 .G 的 伴随 表示 4dc 的 非 零 权 , 即 Ads @C 的 非 零 权 ,叫做 G 的 根 ,而 4dc 的 非 零 权 的 
全 体 组 成 的 集合 ,叫做 G 的 根系 ,我 们 将 以 符号 A(G) 表示 之 . 
4de@C 的 零 权 的 重 数 就 是 rank(G). 而 在 下 面 我 们 将 要 证 明 它 的 所 有 非 零 权 的 重 
数 都 是 1. 因此 ,我 们 得 知 , 信 (G) 是 7" 中 一 个 不 带 重 数 的 子 集 (每 个 根 重 数 都 是 1). 但 
是 这 要 在 证 明了 上 述 事实 之 后 才 可 以 这 样 说 . 
定义 7.7.3(Cartan 分解 ) 根系 的 定义 乃 是 基于 (Ads|r) @C 的 分 解 , 它 是 一 个 作 
用 于 g@C 上 的 7T- 变 换 群 . 在 上 述 T 的 作用 之 下 ,g @C 可 分 解 为 下 列 不 变 子 空间 的 直 
和 , 即 
8@C=7@C+')) V.，dimoV, = a 的 重 数 ， 


Ea0) 


此 分 解 式 称 为 & 的 复 Cartan 分 解 , 其 中 了 在 79@C 上 的 作用 是 平凡 的 ,而 ExpH ET 在 
V. 上 的 作用 就 是 将 其 中 每 个 向 量 乘 以 es" , 亦 即 
Ad(ExpH)X, = ew IX,., HE T,X, ETV。 
其 实 , 它 是 g @@C 的 一 个 分 解 式 . 
因为 任何 的 非 平凡 实 不 可 约 表示 都 是 二 维 的 ,所 以 我 们 也 可 以 直接 把 g 本 身 加 
以 分 解 , 即 有 
g=7® 2 mR 


rede) 
此 分 解 式 称 为 g 的 实 Cartan 分 解 ,其 中 m。 是 根 a 在 人 A(G) 中 的 重 数 ( 以 后 将 证 明 m。 = 
1D ,mRisw 是 ms 个 Ri 的 直 和 ,而 了 在 Ris。, 上 的 作用 如 下 :对 于 任 给 的 HE 7， 
ExpH ET 在 Rs 上 的 作用 是 一 个 2xa(H) 角 的 旋转 , 亦 即 对 于 Ri 中 的 一 组 正 交 基 
X。,Y。 来 说 ,Exp 相应 的 矩阵 为 
cos 2ra(H) 一 sin 2ra(H) 
sin 2xa(H) cos 2xa(H) 
例 7.7.1 G 一 5’. 前 面 已 对 于 它 的 结构 和 复 不 可 约 表示 做 过 详细 的 讨论 . 现在 把 
在 那里 所 得 的 结果 再 用 权 系 、 根 系 的 概念 加 以 重 述 如 下 : 
1)3: = {e 0 之 0 过 1)} 就 是 S: 的 一 个 极 大 子 环 群 . 
2) 将 S 到 SU(2) 的 同 构 映 射 中 限制 到 S* 上 , 即 得 
ls =sU) em | 中 |: 
0 em 


如 果 仍 用 9 及 一 9 表示 R! 上 的 线性 函数 9(2) ==+ 以 及 (一 9)() = 一 z(t € R), 则 
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由 权 系 的 定义 即 有 02(p) = {0, 一 9, 重 数 均 为 1}. 

3)5? 的 伴随 表示 Ads:5 一 SO(3) 是 一 个 三 维 实 表示 , 它 的 复 化 Ads: @C 则 是 一 
个 三 维 复 不 可 约 表示 ,而 5; 的 三 维 复 不 可 约 表示 在 等 价 意 义 下 是 唯一 的 , 即 锡 , 因 此 
Ads: 加 C 宇 go. 由 RG 的 定义 不 难得 出 


em 性 0 
plas:Si =U rl 0 0 0 
,Dh 


所 以 QCg) = (20,0, 一 20) ,因此 A(S3) = {20, 一 20}. 换 句 话说 ,S? 只 有 一 对 根 ， 
一 正 一 负 , 互 为 相反 , 重 数 为 1. 

4) 同 理 可 得 S? 的 任 一 复 不 可 约 表示 网 (k 为 正 整数 ) 的 权 系 是 

A(n) = {hk0,(k— 2)0, *, — (k— 2)0, 一 40)， 

权 的 重 数 皆 为 1, 它 们 构成 一 个 由 6 到 一 9 的 “等 差 向 量 列 ”, 其 公差 为 29, 这 恰 是 53 
的 唯一 正 根 . 

例 7.7.2 G = 5SO(3).53 的 伴随 表示 4d : S: -> SO(3) 是 一 个 三 维 实 不 可 约 表 
示 , 它 的 核 hd '(e) = { 士 1} ,因此 S/{ 士 1} 宅 SO(C3). 

这 表明 4d4 是 一 个 覆盖 同 态 . 由 此 可 知 ,SO(3) 也 是 秩 一 的 ,而 且 有 如 图 7. 18 所 示 


图 群 . 
[| 
{0)=R'—R'={0"}s||e' o 
0 
T lexwp Texp T 


{ee) = S1 — S50(2)= 


可 b> 


cos2rig′” -sin2rig' 
sin2xi0" cos2xig 
1 


5 Ag sO(3)= 5Y(+1} 


图 7.18 

在 上 述 图 解 中 ,映射 R' 一 R' 将 0 一 >0 = 20, 其 中 9 和 0 分 别 是 5, 和 SO(2) 的 基 
准 参数 . 利用 上 述 覆 盖 同 态 ,我 们 可 以 把 SO(3) 的 任何 一 个 表示 %:SO(3) 一 GL(V) 提 
升 为 一 个 $S: 的 表示 , 即 

p= Ads:5: -如 SOG3) = GLOV). 

它 是 一 个 满足 ker(g) 忆 { 土 1} 的 表示 . 

反之 ,S 的 任何 满足 ker(y) 忆 { 士 1) 的 表示 8:S: 一 GL(V) 也 都 可 以 压缩 成 一 个 
SO(3) 的 表示 ,使 得 pq 一 4ds. 我 们 可 以 用 如 图 7. 19 所 示 的 图 解 表明 上 述 关 系 . 

除了 ?是 平凡 表示 的 特殊 情形 外 , 均 有 ker(9) CC 5S', 而 且 只 有 ker(p) = (1) 和 
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{lcs SS 
吉 Pk ker(9) > { 士 1} 
SA+1=508) 一 了 


图 7.19 
ker(9) 二 { 士 1) 这 两 种 可 能 . 也 就 是 说 ,ker(p) 二 ker(y|s0). 而 ker(9 = { 士 1) 的 充分 
必要 条 件 是 权 系 2(9) 中 所 含 的 向 量 都 是 2 的 偶数 倍 . 所 以 ,从 权 系 的 观点 来 看 ,上 述 相 
应 的 线性 表示 Pp 和风 之 间 的 关系 就 是 
(6 中 所 含 的 向 量 都 是 29 的 整数 倍 ， 
Q(y) 就 是 把 2(9) 中 的 29 改写 成 9 者 . 

在 5S 的 所 有 复 不 可 约 表示 IR(S?) = {nh;k= 二 0,1,2,…) 之 中 , 当 且 仅 当 是 偶数 

21 时 ,ker(h) = { 士 1). 所 以 
TR(SO(3)) = (gl = 0,1,2,.° ,po = bh ° Ad}, 
a 一 {U9 ,0 一 1)0 ,…, 一 10), 重 数 丝 为 1. 

例 7.7.3 S 和 SO(3) 的 Lie 代数 .由 于 S$ 一 SO(3) 是 覆盖 同 态 ,所 以 两 者 的 Lie 
代数 是 同 构 的 ,我 们 将 以 a 表示 之 .a 是 一 个 三 维 秩 一 的 不 可 换 Lie 代数 , 它 的 实 
Cartan 分 解 式 为 

4 = R!'@ Riin( 或 R! © Rs). 

我 们 可 以 在 R' 中 选取 基底 互 ,使 得 


cost — sint 


Ad(ExpH) = | € SO(C2)， 
sint cost 


并 且 令 六 ,Y 是 Risw) 中 的 一 组 相应 的 正 交 基底 , 则 有 
Exp(tadH) .X= Ad(ExptH)* X= (cost)X + (sin)Y, 
Exp(tadH) .了 一 Ad(ExptH) *Y = (— sint)X + (cost)Y. 
将 上 式 左 、 右 两 边 分 别 对 上 求 导 , 然 后 代 以 上 一 0, 即 得 
(eT =adH.X=Y, 
[H,Y] = adH *Y =— X. 
因此 ,再 利用 Jacobi 恒等式 ,我 们 便 得 到 
[[X,YJ],H]=— [[H,X]J],Y] 一 [[Y,HJ],X] = 0. 
[X,Z] 与 五 必定 线性 相关 . 要 不 然 ,wm 中 就 有 一 个 二 维 的 可 换 子 代数 ,这 显然 与 w 
是 秩 一 的 事实 相 违 背 . 设 [X,Z] 二 2H ,我 们 要 说 明 2 二 0. 令 (,) 为 «上任 取 的 一 个 Ad- 
不 变 内 积 , 则 有 
(Ad(ExptX)Y ,Ad(ExptX)H) = (Y,H)( 与 + 无 关 ). 


"286 群 的 结构 与 对 称 性 


将 此 式 对 :+ 在 :一 0 处 求 导 , 即 得 (LX.Y], 已 ) 十 (Y,[X,HHJ]) = 0, 亦 即 (4H,H) 十 
(Y, 一 了 =0, 从 而 4= (Y, 了 /(H,H) > 0. 


再 令 
[H,X]=Y 
1 1 
Xl == 一 一 X,Y = 一 一 Y, 即 有 fe =— XX, 
[X17] 二 五 : 


这 样 一 组 基底 { 已 ,Xi Zi) 叫做 Lie 代数 a 的 标准 基底 ， 

定理 7.7.1 设 G 为 一 个 任 给 的 紧 致 连通 Lie 群 ,车 rank(G) = 1, 则 G 必 与 1,S; 
或 SO(3) 中 之 一 同 构 . 

证 明 ”因为 所 有 的 可 换 秩 一 紧 致 连通 Lie 群 都 和 S! 同 构 , 所 以 我 们 只 需要 讨论 G 
是 不 可 换 的 情形 . 设 7! 是 G 的 一 个 极 大 子 环 群 ,由 假设 rank(G) = 1, 所 以 7 是 一 阶 
的 ,我 们 采用 参数 0 入 上 2x 来 表达 7! 中 的 元 素 , 亦 即 T' 和 2 R'/{2n2Z}). 

设 g 的 实 Cartan 分 解 为 

g=R'@R, DR, 

由 参数 的 选取 可 知 ,mn ，,… ,m4 均 为 正 整 数 ,而 Ri,)(1 志 i 志和 ) 就 是 Adcln 的 不 可 约 子 空 
间 , 而 且 7 在 Ri,， 上 的 表示 是 : 


cosnt — sinnt 
hs TSO(2)h) = | . 
sinnt cosnt 


我 们 不 妨 假设 上 述 正 整数 集 (ni,1 过 i 过 满足 二 … 入 . 
参照 例 7. 7. 3 的 讨论 ,我 们 可 以 分 别 取 R: 和 Ri 的 基底 妃 和 {X,ZY) ,使 得 
Ad(ExpH)X = (cosmt)X + (sinmait)， 
ee = (~— sinmt)X + (cosm)Y. 
同样 地 ,将 上 式 对 :在 上 = 0 处 微分 ,就 得 出 
[H,XJ]=mY 和 [H,Y]=—mX. 


令 
H' = 十 H, 则 有 [H',X] 二 Y 和 [H',Y] 一 一 区. 
从 这 里 ,就 可 以 改 取 
Ki = LX = [XY] = A SS 0), 


VX V 
即 得 括 积 关系 
[H',XJ]=Y’, 
[rx 
[X',Y] = 万: 
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将 此 式 与 前 式 相 对 比 ,就 看 出 由 H',X',Y' 张 成 的 子 代数 gi 是 一 个 与 a 同 构 的 Lie 
子 代数 ! 在 G 中 含有 一 个 与 5 或 5O(3) 同 构 的 Lie 子 群 Gi, 它 的 Lie 代数 就 是 上 述 ge 
到 此 为 止 ,本 定理 的 证 明 也 就 归结 到 要 去 证 明 G 必须 等 于 Ci. 换 句 话说 ,就 是 要 从 
假设 G 真 包含 G, 得 出 矛盾 . 兹 证 之 如 下 : 设 & 真 包含 &. 将 4dc 在 5 上 的 作用 限制 到 C， 
上 , 则 gi 显然 是 G1- 不 变 的 ,所 以 gi 的 正 交 补 空间 
Bt = Riy DO © RE 
当然 也 是 G 不 变 的 . 现在 分 G1 刍 5 和 G 综 SO(C3) 这 两 种 情形 来 讨论 . 
1) 若 G 旦 51, 则 上 述 G, 在 gt 四 C 上 的 作用 就 是 S? 的 一 个 复 表示 
iS Uk — 2). 
因为 宇 m(i 二 2,…,k), 所 以 权 系 2(9) 中 的 向 量 不 是 三 20, 就 是 三 一 2. 
换 句 话说 ,QCp) 中 不 含有 任何 向 量 也 ;一 20 二 ww 二 26. 但 是 ,由 例 7.7.1 的 讨论 可 
知 ,Q(g) 必须 是 由 某 些 对 称 的 、 公 差 为 29 的 等 差 向 量 列 所 合并 而 成 的 ,所 以 当然 不 可 能 
出 现 像 上 面 这 种 跨度 为 48 的 间隙 ! 因 此 这 种 情形 不 可 能 出 现 . 
2) 车 G 旦 SO(3), 则 上 述 G, 在 gt 四 C 的 作用 就 是 SOC3) 的 复 表示 
:SO(3) > UC2k 一 2)， 
而 它 的 权 系 不 含有 零 权 ,这 与 例 7. 7. 2 的 结果 相 矛 盾 ( 因 为 SO(3) 的 任何 复 不 可 约 表示 
的 权 系 一 定 含有 零 权 , 参 看 例 7.7. 2). 
总 之 ,G 真 包 含 C, 这 种 假设 是 绝对 不 可 能 的 ,所 以 只 能 是 G = G. 
定理 7.7.2 设 入 (G) 是 紧 致 连通 Lie 群 G 的 根系 , 则 其 中 的 任何 一 个 根 a 的 重 数 
都 是 1, 而 且 ka € A(G) 的 充 要 条 件 是 4 一 士 1. 
证 明 ”由 权 的 定义 ,a;R* = 二 7 R' 是 7 上 的 一 个 整 线性 函数 . 令 T, 是 以 ker(a) 为 
其 Lie 代数 的 子 环 群 , 且 令 
I =2Z(T.,G) = {g € Gigt =ig'V t € T.}, 


6 = G/T 
令 g 和 &, 分 别 是 G. 和 G. 的 Lie 代数 . 不 难 验证 
ge = {XENALDIX = X,YVEET.)= {XE gLH,X] = 0VH € 


ker (a)}. 
下 & 的 实 Cartan 分 解 就 不 难看 出 g. 及 EB. 的 实 Cartan 分 解 应 是 : 
g.=7® Rn . 
B= WKer(a) 田 >)mpRim 三 R mRip. 
在 上 式 中 , 取 一 切 与 线性 相关 的 根 ( 亦 即 kerp 一 kera 者 ), 所 以 忆 , 是 一 个 秩 一 的 
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紧 致 连通 Lie 群 , 知 dimg, = 3, 从 而 及 一 士 <, 且 m。 一 mi-。= 1. 

为 了 便于 运用 几何 术语 来 描述 根系 的 结构 ,我 们 将 从 现在 开始 ,在 g 上 取 定 一 个 
Ade- 不 变 的 内 积 , 然 后 利用 其 局 限于 7 上 的 内 积 结构 把 7" 与 7 对 等 起 来 , 亦 即 7" 到 了 
的 同 构 映 射 

ts(r(@),H) = a(H) 
对 任何 wE 及 已 E7 恒 成 立 .这 样 ,就 可 以 把 原先 是 了" 中 的 子 集 A(G) 和 7 中 的 子 
集 «(人 (G)) 对 等 起 来 . 而 我 们 从 现在 开始 ,就 把 根系 的 定义 更 新 为 上 述 7 中 的 子 集 . 所 
以 ,今后 A(G) 是 7 中 一 个 不 带 重 数 的 (因为 每 个 根 a 的 重 数 缘 为 1) 的 非 零 向 量子 集 . 
当然 ,在 改 用 根系 的 新 定义 之 后 ,原先 用 以 描述 复 Cartan 分 解 的 公式 就 得 改写 为 
Ad(ExpH)X, = emiXs, H EI,X. EV.. 
而 原先 的 ker(a) 就 可 以 改写 为 (a)+, 即 a 的 正 交 补 空间 . 

为 进一步 讨论 根系 的 性 质 , 我 们 对 G. 的 表示 Adc1c, 作 进一步 的 分 析 : 

1) 对 于 A(C) 中 任 给 的 一 对 根 { 士 a},G, 是 一 个 和 G 本 身 同 秩 的 紧 致 连通 Lie 群 ， 
其 根系 和 Lie 代数 分 别 是 : 

人 A(G,) = {( 士 小 ， 
1 =7@Ri, = 一 ac 四 < > 四 Ri =<a>1OE,, 
其 中 于 = 一 “二 田 及 。 是 一 个 和 mw 同 构 的 三 维 Lie 代数 ,所 以 存在 一 个 由 T,X 5 到 
G, 的 覆盖 同 态 p :T,X S 一 C. 

2) 当 我 们 将 G 在 g@@C 上 的 伴随 表示 限制 到 T 上 时 ,g @C 的 T- 不 可 约 直 和 分 解 
就 是 它 的 复 Cartan 分 解 . 

5 加 C=7 田 C 田 DV., dimV.=1. 


“EA 

上 述 6。 是 一 个 介 于 G 与 7 之 间 的 子 群 .所 以 在 4dclc, 的 作用 下 ,g 四 C 的 G。- 不 
可 约 直 和 分 解 可 以 说 是 上 述 复 Cartan 分 解 的 前 身 . 换 句 话说 ,5 @C 中 的 任 一 G.- 不 可 
约 子 空间 都 是 由 上 分 解 式 中 的 某 一 适当 部 分 合并 而 成 . 再 者 ,如 同 例 7.7. 2 的 讨论 一 
样 ,我 们 也 可 以 把 G. 的 一 个 复 不 可 约 表示 多 用 覆盖 同 态 2 把 它 提升 成 一 个 T。X S* 的 复 


不 可 约 表示 9 一 少 " 0. 这 样 就 有 T。X 5 的 复 不 可 约 表示 都 有 下 列 形式 :p COR, 其 中 Pp 是 
7, 的 一 个 复 一 维 表 示 , 它 的 权 是 二 a 二 + 中 一 个 向 量 ,而 gw 是 5 的 Gi 十 1) 维 复 不 可 约 
表示 , 它 的 权 系 是 一 个 公差 为 a(S 的 唯一 正 根 ) 的 等 差 向 量 列 ,它们 都 在 子 空间 一 “二 
中 , 且 对 于 二 «+ 成 反射 对 称 . 另 一 方面 ,由 权 与 特征 值 的 关系 以 及 作 张 量 积 时 特征 


值 相 乘 这 一 基本 事实 不 难看 出 ,p @g 的 权 系 与 几 的 权 系 以 及 P 的 权 之 间 的 关系 可 以 用 
图 7. 20 表示 . 因此 ， 
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YY@9, 的 权 加 量 4 多 的 权 加 量 
9 的 权 加 量 


图 7. 20 


2@8 亦 即 T, XS* 的 复 不 可 约 表示 的 权 系 也 是 一 个 公差 为 4, 关 于 一 “之 上 成 反射 
对 称 的 a- 等 差 向 量 列 . 以 后 简称 为 a- 等 差 向 量 列 . 

3) 因为 g; 当然 是 C.- 不 变 的 ,所 以 我 们 可 以 先 把 g @ C 分 解 成 下 述 三 个 不 变 子 空 
间 的 直 和 , 即 

gz@CcC=<a>l@Cc 田 5Q@C 四 之 Vp. 
eG 

再 者 ,车 U 是 包含 Vi 的 那个 G.- 不 可 约 子 空间 , 则 (GU) 这 个 复 不 可 约 表示 的 权 
系 必 构成 一 个 a- 等 差 向 量 列 {8 十 jaig 之 j 志 }, 而 且 B 十 pa 与 8 十 qa 关于 < 之 a 之 + 
对 称 . 由 于 关于 二 a + 的 对 称 ,可 表 为 


A SL 2 


(aa) 


所 以 ”B+ga=r.(B+ pa) 一 (8 十 po) 一 这 二 pase)e 


(a,a) 
__ 2(B,a) 2(8a 
即 ( 户 十 9g)a 一 PT ( 轧 十 9). 


请 参看 图 7. 21 所 示 . ptpa 
又 因为 Vi 的 维 数 都 是 1 ,不 难看 出 ,人 A(C) 中 除 


了 上 述 。- 等 差 向 量 列 之 外 ,就 不 可 能 再 含有 其 他 也 人 5 a 
能 写成 B 十 ja 形式 的 根 了 ! 0 


总 结 上 述 三 点 分 析 , 即 有 下 述 定理 : 4 
定理 7.7.3 在 4dc|c. 的 作用 之 下 ,5 加 C 的 完 pst 
全 分 解 如 下 : 
g@C=<a>:OCOEEOQCO 图 7.21 


(ra), 


7 
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其 中 {8 十 jaig 三 j 过 p) 表示 包含 于 A(C)N{ 士 } 之 中 的 过 有 的 w- 向 量 列 .再 者 ,我 
们 还 有 下 述 重要 关系 式 


2(ap) __ 
(Ca) 一 一 -已 二 9)， 


$7.8 伴随 变换 的 轨 几 何 


在 本 章 开始 ,我 们 就 指出 了 伴随 变换 的 轨 几 何在 群 论 研究 中 的 重要 性 . 例如 ,在 G 
三 5? 这 个 实例 中 ,我 们 可 以 把 它 想 成 是 Q 宇 R' 中 的 单位 球面 , 则 其 伴随 变换 就 可 以 看 
作 是 以 实数 轴 为 转轴 的 SO(3) 旋转 变换 . 所 以 5 的 伴随 变换 的 轨 几 何 是 简明 易 算 的 . 
本 节 将 在 前 面 结果 的 基础 上 ,把 前 面 对 于 S* 上 的 共 却 类 几何 的 这 种 了 解 ,推广 到 
一 般 紧 致 连通 Lie 群 的 范围 . 有 了 这 种 了 解 ,就 可 以 直截了当 地 得 出 紧 致 连通 Lie 群 表 
示 论 的 基本 定理 . 
1) 已 知 下 述 基本 事实 : 
G/Ad 2T/W, g/Ad 2 7/W, 
且 T 了 CG 和 ”Cg 都 分 别 是 G 和 gg 的 全 测 地 子 流 形 ,而 且 它们 又 都 分 别 与 G 和 g 中 的 
任 一 轨道 正 交 . 这 也 说 明了 ,G 或 & 上 的 轨 几 何 的 法 向 部 分 是 可 以 转化 为 (W,T) 或 (W， 
7) 的 轨 几 何 来 加 以 理解 与 计算 的 . 
2) 由 于 特征 函数 的 积分 计算 在 群 表示 论 中 所 占 的 重要 地 位 ,讨论 G 的 共 e 类 几何 
的 切 向 部 分 的 重点 显然 应 该 是 :如 何 有 效 地 计算 各 共 轿 类 的 体积 ,并 且 把 它们 组 织 成 一 
个 体积 函数 在 5S 的 情形 ,这 个 体积 函数 就 是 csint. 
3) 对 于 任 给 的 { 土 a} CA(G) ,显然 有 
TCGN(T,G.) CN(T,O), 
由 此 即 可 得 到 W = W(G) 中 的 一 个 二 阶 子 群 


WO) = NT: NGC 


我 们 将 以 7。 表示 W(G,) 中 的 那个 二 阶 元 素 ,不 难看 出 它 在 7 和 ?7 上 的 作用 是 分 别 
以 T。 和 二 a 二 + 为 不 动 点 集 的 那个 反射 对 称 . 令 
W’=<riita€ A(G)> 
是 W 中 由 所 有 7。 这 种 反射 对 称 所 生成 的 子 群 .我 们 将 证 明 W' = W. 
4) 由 于 到" 一 到, 所 以 (W,T) 是 一 个 反射 变换 群 . 对 每 个 反射 对 称 ~, 它 的 不 动 点 
点 集 ECr) 是 余 一 维 的 ,而且 每 个 F(r) 把 全 空间 分 成 两 个 不 相交 的 部 分 . 而 开 集 
TNFC) 是 一 块 块 连通 开 集 的 并 集 ,每 一 个 连通 区 域 C, 就 叫做 一 个 Weyl 房 . 可 以 证 


= W(G.) 2,. 
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明 W 在 Weyl 房 组 成 的 集合 上 的 作用 是 单 可 递 的 . 因此 ,我 们 只 要 在 7 中 任 取 一 个 
Weyl 房 C,, 则 C 构成 (W ,T) 的 一 个 基本 域 . 所 以 
G/Ad 2TIW SC 
亦 即 C。 和 G 中 的 任 一 共 示 类 都 相交 于 且 仅 交 于 一 点 1, 而 且 对 于 任 一 个 内 点 t。€ Cu, 均 
有 W, = {e},G, =T: 
基于 上 述 分 析 , 我 们 有 
定理 7.8.1 W(G) = N(T,G)/T 在 T 和 7 上 的 作用 都 是 反射 变换 群 , 亦 即 它 就 
是 由 反射 对 称 二 7。; 士 a € A(G) > 所 生成 的 群 . 
证 明 ”在 上 面 的 分 析 3) 中 已 经 指出 W 包含 那个 由 反射 对 称 
<rita€ A(G) 二 
所 生成 的 子 群 W' ,所 以 我 们 只 要 证 明 W' 忆 太 即 可 . 另 一 方面 ,因为 (W, 7) 是 (到 ,7T) 
的 局 部 化 和 线性 化 ,所 以 只 讨论 前 面 的 情形 也 足够 了 . 
假设 W 习 W'. 因 为 W' 在 Weyl 房 的 集合 上 是 单 可 递 的 ,所 以 一 定 有 W 中 的 元 素 o 
了 关 e 及 一 个 Weyl 房 C,, 使 得 o(Co) = Co.o 是 正 交 变 换 , 所 以 o 在 C。 上 的 作用 一 定 有 不 
动 点 zo. 由 于 zo 是 Co 中 的 点 ,自然 是 一 个 内 点 ,而 且 o 不 是 单位 元 素 , 且 Gs 二 7T 但 G。 
本 身 非 连 通 . 另 一 方面 ,G,, 是 单 参数 子 群 {ExptXuit € R} 的 中 心 化 子 , 亦 即 是 它 的 闭 包 
S = { ExptX。) 这 个 子 环 群 的 中 心 化 子 ZCS), 但 是 Z(S) 是 连通 的 , 即 G. 连通 ,这 与 上 
述 Gs 非 连通 性 矛盾 ,所 以 只 能 一 e 且 克 = W'. 
为 了 建立 Weyl 的 积分 公式 ,我 们 先 给 一 些 定义 ,这 对 以 后 的 讨论 也 很 有 用 处 . 设 了 
是 了 的 Lie 代数 .在 7 上 我 们 选取 一 个 向 量 之 间 的 大 小 次 序 ( 例 如 按 7 上 某 个 坐标 系 建 
立 起 来 的 字典 排列 法 , 即 车 a,B E 7,a,B 对 某 个 取 定 的 坐标 系 来 说 ,坐标 分 别 是 (zi，…， 
zi) 和 (ty3y0* 则 “二 有 当 且 仅 当 对 某 个 il 三 i 三 有), 总 有 z= 二 yy(j<<i 且 zx 
26), 对 这 种 取 定 的 次 序 , 把 A(C) 中 的 所 有 根 分 成 两 类 , 即 a 二 0 及 a 一 0, 分 别称 为 正 
根 和 负 根 ,所 有 正 根 的 集合 记 为 A* ( 叫 正 根系 ), 所 有 负 根 集合 记 为 A- 〈 叫 负 根系 )， 
于 是 A(G) = 人 +U A-. 不 仅 如 此 , 令 
C= {HEN(aH)> OY aE A). 
不 难 验证 Co 是 一 个 Weyl 房 , 称 之 为 相应 于 上 述 次 序 的 基本 Weyl 房 .在 人 A+ 中 ,使 得 C。 
三 {及 Ey;(@,H) 二 0,a€ 7) 成 立 的 极 小 子 集 ,叫做 相应 于 这 个 次 序 的 素 根系 . 不 难 
证 明 : 素 根系 构成 7 的 一 组 基底 ,每 个 正 根 a 均 可 表 为 a,,… ,a 的 非 负 整 线性 组 合 . 
定理 7. 8. 2(Weyl 积分 公式 )” 设 在 紧 致 连通 Lie 群 G 中 业已 取 定 了 总 体积 为 1 的 
左右 不 变 的 黎 曼 结构 ,7 为 其 上 任何 一 个 中 心 函数 ( 亦 即 在 任何 共 罗 类 上 和 皆 取 等 值 的 
函数 ,或 者 说 是 Ad 不 变 函 数 ), 则 有 下 列 Weyl 积分 公式 : 
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1 
reouz = i) ow a, 


其 中 |W| 表示 W 中 元 素 个 数 , 当 t = ExpH(H € ) 时 ,Q(z) 可 以 用 下 式 表达 : 
Q(ExpH) = sign(o)ezsee , 


“EW 


其 中 8 是 所 有 对 于 Cs 而 言 的 正 根 之 和 的 一 半 , 亦 即 8 一 二 5) a 
s€EATO) 

证 明 1) 从 上 面 关 于 G 上 Ad 的 轨 几 何 的 分 析 , 我 们 知道 工 是 一 个 全 测 地 子 流 形 ， 
而 且 和 每 个 共 固 类 都 正 交 . 再 者 ,Cu 鱼 T/W 刍 G/Ad, 是 一 个 优良 的 基本 域 ,其 上 任 给 
两 点 4 和 ,它们 在 Co 中 的 距离 也 就 是 共 二 类 G(s) 和 G(z,) 在 G 中 的 最 短 距离 ,简称 
之 为 轨 距 离 . 

2) 对 于 任 给 内 点 + E Cu, 其 轨道 型 缘 为 G/T. 但 是 对 于 任 给 的 边界 点 + € ac 一 
Co\Co, 则 其 轨道 的 维 数 恒 小 于 dimG/T, 所 以 所 有 非 G/T 型 轨道 的 并 集 , 即 

Gc) = 以 CC 
的 测度 为 零 . 换 句 话说 ,在 G 上 求 积分 时 ,上 述 子 集 G(3C。) 可 以 略 去 不 计 , 只 要 在 
GCCw) 上 计算 之 即 可 . 

3) 令 t 为 C, 上 的 一 个 动 点 ,m == dimG/T = dimG 一 dimT, 则 GC) 为 G(4) 型 的 轨 
道 ,而 它 的 mw 维 体积 就 是 一 个 以 Co 为 其 定义 域 的 函数 , 称 之 为 ( 主 型 ) 轨 体积 函数 , 记 为 
v(t). 因为 每 个 轨道 C(:) 都 是 同样 的 G/T 型 齐 性 黎 曼 空间 ,所 以 它们 的 体积 之 比 就 等 
于 其 体积 元 素 之 比 . 我 们 可 以 取 定 一 个 基准 的 G/T 型 齐 性 黎 曼 空间 ,对 于 每 一 个 G/T 
型 轨道 CCt), 把 陪 集 & "7 映射 到 5(:) 就 是 一 个 同型 的 齐 性 黎 曼 空间 之 间 的 G- 等 变 映 
射 E? 

E,:G/T—G(), 

G:THrg() = gtg™!, 
则 上 述 两 者 的 “体积 元 素 ” 之 比 也 就 是 上 述 映射 ,的 Jacobi 行 列 式 , 亦 即 E, 在 基点 的 切 
空间 所 诱导 的 线性 映射 的 行列 式 . 这 就 是 说 ,所 要 去 求 的 体积 函数 v(t) 可 以 由 下 式 来 
计算 之 : 

vt) = c+ det(dE,|), 
其 中 < 是 一 个 待定 的 比例 常数 ,而 dE,1, 是 基点 的 切 空间 上 的 线性 映射 

dE.lo: ® 2 Rls = FGU)). 
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4) 因为 E, 是 G- 等 变 的 ,所 以 dE,|,。 是 T- 等 变 的 (因为 基点 是 在 T 的 作用 之 下 的 不 
动 点 ). 因此 dE&|, 可 以 分 解 为 下 述 二 维 了 -不 变 子 空间 的 线性 映射 的 直 和 : 
dE,lo..:Riss 一 了 o(GCD)). 
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所 以 就 可 以 用 下 式 来 计算 det (dE,|,): 
det(dE,|,) = [| det(dE,l,..). 


aEA+ 
另 一 方面 ,det(dE.|o.,) 又 是 和 G/T。 二 CG。 旦 5 中 的 5S;- 型 ( 主 ) 轨 体积 函数 成 比例 
者 , 即 可 以 运用 下 面 的 图 解 : 


G/T G0) C6, 一 区 

Nn Nn 

GT-cocc 

det(dE,10.;) 的 计算 又 归于 人 . 中 S:- 型 的 体积 函数 (由 于 C。 或 与 S: 同 构 ,或 与 

SO(3) 同 构 ,所 以 G. 与 8; 有 相同 的 体积 元 素 , 从 而 在 上 述 问题 中 可 以 视 G, 是 5), 这 种 
体积 函数 在 前 面 已 讨论 过 ,于 是 我 们 有 

det(dE,lo.) = co + sinir(a,H), 
其 中 已 满足 上 = ExpH (注意 ,5 的 正 根 是 20) ,综合 上 面 各 式 , 得 出 

v(ExpH) =c"» [| sinix(a,H) 一 <。 IQ(ExpH)l:, 


aeA+ 


其 中 
GExpH) = I Ce 一 es 


eA 

5) 最 后 我 们 要 证 明 上 式 中 的 &(ExpH) 一 Q(ExpH)， 

证 明 设 ({a,0;,…,a) 是 对 于 Weyl 房 Co 来 说 的 素 根系 , 则 由 反射 对 称 的 定义 可 
知 ,rs(a) 一 一 w%* 这 相当 于 被 一 a 二 上 所 划分 出 的 两 个 半空 间 正 负 侧 选取 的 改变 , 它 自 
然 对 于 其 他 正 根 “所 对 应 的 ,由 二 a > 上 所 划分 的 两 个 半空 间 正 负 侧 选取 无 影响 ,所 以 
在 六 下 Ar+ Ma) 仍 变 为 人 * {a}, 于 是 有 

mA 一 (Ar+NaDU (一 中 G Si<h. 

上 式 也 可 由 7。 的 表达 式 出 发 通过 直接 计算 反正 根 是 素 根系 非 负 整 线性 组 合 这 个 
事实 给 出 一 个 代数 的 证 明 . 

设 3 二 吉 了 a, 由 上 式 可 知 ,7,(6) 二 6 一 a, 且 

seat 


Ba 
mr = 0— a1 <i<h, 
因此 
2<6,a> = 从 
<am> 


又 由 人 @(ExpH) 的 表达 式 及 前 式 马 上 推 知 ， 
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GExpr, (H)) = (— 1) + G(ExpH). 
因此 ,对 W 的 作用 来 说 ,Q(ExpH) 是 一 个 奇 函数 , 亦 即 
GQ(ExpoH)) = sign(c) . G(ExpH),o € W, 
其 中 sign(o) 就 是 a 作 为 5 上 正 交 变换 的 行列 式 的 符号 . 在 (ExpHH) 的 展开 式 中 有 一 
个 主导 项 , 就 是 ew* 外 ,由 上 式 可 知 ,在 Q@(ExpH) 的 展开 式 中 就 应 包含 所 有 的 项 
sign(c) "er (Co E W). 在 它 的 展开 式 中 不 可 能 含有 其 他 的 项 了 ;因此 只 能 是 
QExpH) = Q(ExpH). 


6) 设 了 为 定义 在 G 上 的 任 一 中 心 函数 ， 在 求 积分 | rce)ds 时 ,我 们 先 沿 着 G- 轨道 
求 积 . 因为 了 在 每 个 G- 轨道 G(1) 上 都 取 等 值 , 所 以 有 
| roade 二 。 Ce)u(t)dt 


= a A 一 二 | rolewla'， 


其 中 < 是 一 个 待定 常数 ,1W| 是 W 的 阶 数 (7 被 分 隔 成 |W| 个 Weyl 房 ) ,再 将 f(g) 一 
1 的 情形 代入 上 式 , 就 容易 确定 上 述 待定 常数 必 为 1. 


问题 7.8 


1. 求 证 : 环 群 的 非 平凡 实 不 可 约 表示 一 定 是 二 维 的 . 
2. 设 G 是 一 个 紧 致 连通 Lie 群 ,T 是 它 的 一 个 极 大 子 环 群 ,Z(G) 是 G 的 中 心 .求证 : 
(DG = YeTg 
(2)Z(G) = NgTa™. 
Bag 


3. 求 证 : 设 刀 是 Lie 代数 g 上 的 导 子 , 则 
V XY € gDIX,Y]= 5 寺 [DX,DY],h = 0,1,2,. 
和 设 员 是 在 第 一 章 $ 4 所 定义 的 5; 的 (& 十 1) 维 复 不 可 约 表示 ,求证 
QR) = (0 修一 2 一 修一 2)0， 一 0)， 
5. 设 W(5S) 表示 53 的 Weyl 群 ,求证 W(S’) = Z, 
6. 设 4 是 紧 致 连通 Lie 群 G 的 复 不 可 约 表示 y 的 最 高 权 , {a，…, w} 是 G 的 根系 


人 (G) 在 同一 次 序 下 的 素 根系 .求证 :2 人 e+) 一 g 均 为 非 负 整数 


(a ,a) 
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